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Introduction 

Soit F un corps local non archimedien de caracteristique nulle. Soit V un espace 
vectoriel sur F, de dimension finie d, muni d'une forme quadratique non degeneree q. 
On suppose donnee une decomposition en somme directe de sous-espaces orthogonaux 
deux a deux V = W © D © Z. On suppose que D est une droite et que Z est muni 
d'une base = ±l,...,±r} telle que q{v i: Vj) = 5 it ^j pour tous i,j, oil 8 it ^j est le 

symbole de Kronecker. On note G, resp. H, le groupe special orthogonal de V, resp. W, 
et U le radical unipotent du sous-groupe parabolique de G qui conserve le drapeau de 
sous-espaces isotropes 

Fv r C Fv r © Fu r _i C ... C Fv r © ... © Fv v 

Fixons un element non nul Vq G D et un caractere continu non trivial ip de F. Definissons 
un caractere £ de U (F) par la formule 

f(u) = V( 9(wt,u-i-i))- 

j=0,...,r-l 

Le groupe if est le sous-groupe des elements de G qui agissent par l'identite sur D © Z. 
II normalise U et la conjugaison par H(F) conserve £ (£ est essentiellement le caractere 
de U(F) le plus regulier possible qui soit conserve par cette conjugaison). Soient ir, 
resp. a, une representation admissible irreductible de G(F), resp. H(F), dans un espace 
(complexe) E n , resp. E a . Notons Homjj^{'K : a) l'espace des applications lineaires tp : 
E n — > E a telles que 

ip{n{hu)e) = £(u)cr(h)<p(e) 

pour tous m G U(F), h G H(F), e G £7^. D'apres [AGRS] theoreme 1' et [GGP] corollaire 
20.4, cet espace est de dimension ou 1. On note m(a,ir) cette dimension. 

Supposons maintenant que G et H sont quasi-deployes sur F et affectons les donnees 
V, W, q, G et H d'un indice i (pour "isotrope"). Dans cette introduction, supposons 
pour simplifier dim(Wi) > 3. On sait qu'a isomorphisme pres, il existe un unique espace 
V a (a pour "anisotrope") de meme dimension d que Vi, muni d'une forme quadratique 
q a de meme discriminant que ^ mais qui n'est pas isomorphe a q a (c'est-a-dire d'indice 
de Witt oppose). II existe de meme un unique espace W a de meme dimension que W i: 
muni d'une forme quadratique de meme discriminant que la restriction de g« a Wi, mais 
qui n'est pas isomorphe a cette restriction. On verifie que V a est encore isomorphe a la 
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somme directe orthogonale W a © D © Z, ou les formes quadratiques sur D et Z sont les 
memes que precedemment. On note G a , resp. H a , le groupe special orthogonal de V a , 
resp. W a . C'est une forme interieure de Gj, resp. Lfj. 

La conjecture locale de Gross-Prasad suppose l'existence des L-paquets et certaines 
de leurs proprietes. On y reviendra ci-dessous. Gross et Prasad enoncent leur conjecture 
pour les L-paquets generiques. On se limite ici aux L-paquets temperes. Soit FL, resp. Ej, 
un L-paquet de representations temperees de Gi(F), resp. Hi(F). II peut lui correspondre 
un L-paquet n a , resp. E a , de representations temperees de G a (F), resp. H a (F). Ce L- 
paquet est alors unique. Ou bien, il n'y a pas de tel L-paquet n a , resp. S a . Dans ce cas, 
on pose Il a = 0, resp. E a = 0. En tout cas, pour (a, ir) G (Ej x ILJ U (E a x n a ), la 
dimension m(a, ir) est definie. 

Conjecture (Gross-Prasad). 11 existe un unique couple (a, ir) G (Ej x ILJ U (E a x n a ) 

tel que m(a, ir) — 1. 

C'est une partie de la conjecture 6.9 de [GP]. Decrivons les proprietes des L-paquets 
temperes que nous admettrons (on les enonce pour le couple (FL, II a ), mais on admet les 
proprietes similaires pour le couple (Ej, E a )). Notons Jj Fun des indices i ou a. Rappelons 
qu'a toute representation admissible irreductible ir de G$(F) est associe un caractere 
6 W que l'on peut considerer comme une distribution ou comme une fonction localement 
integrable sur G$(F). Dans le cas du groupe Gj, on sait definir la notion de modele de 
Whittaker de ir. Plus exactement, il y a une notion de modele de Whittaker relatif a O 
pour chaque orbite nilpotente reguliere O C Qi{F) (pour tout groupe reductif L, on note 
[ son algebre de Lie). On suppose 

(1) pour (j = i ou a, FI^ est un ensemble fini, non vide si (j = i, et la distribution 
°n t = Evren,, 0* sur G i( F ) est stable; 

(2) le transfert a G a (F) de la distribution 6^ est (— l) d 0n a (en particulier est nul si 
IT a = 0); 

(3) pour toute orbite nilpotente reguliere O C Qi(F), il existe un et un seul element 
de FL qui admet un modele de Whittaker relatif a O. 

On reviendra sur ces proprietes en 13.2. Notre resultat est le suivant. 

Theoreme. Supposons veriGees les proprietes ci-dessus. Supposons de plus que Flj 
et FI a soient formes uniquement de representations supercuspidales. Alors la conjecture 
ci-dessus est verifiee. 

Ce theoreme resulte d'une formule integrale qui calcule la dimension m(a, ir) a l'aide 
des caracteres de a et ir, dans le cas ou ir est supercuspidale. Revenons aux notations du 
debut en abandonnant les indices % et a. Considerons l'ensemble des sous-tores T C H 
pour lesquels il existe une decomposition en somme directe orthogonale W = W © W" 
de sorte que 

- la dimension de W est paire et les groupes speciaux orthogonaux H" de W" et G" 
de V" = W" © D © Z sont quasi-deployes sur F ; 

- le tore T est un sous-tore maximal du groupe special orthogonal de W et il ne 
contient aucun sous-tore deploye non trivial. 

On fixe un ensemble de representants T des classes de conjugaison par H(F) dans 
cet ensemble de tores. Soit T G T. On lui associe des groupes H" et G" comme ci-dessus. 
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Soit 7r une representation admissible irreductible de G(F). Harish- Chandra a decrit le 
comportement local du caractere 9 W . Soit x un element semi-simple de G(F). Notons G x 
la composante neutre du commutant de x dans G. Alors, pour toute orbite nilpotente 
O dans g x (F), il existe un coefficient c nt o(x) G C de sorte que, pour toute fonction 
/ G C%°(g x (F)) dont le support soit contenu dans un voisinage assez petit de 0, on ait 
l'egalite 

(4) / 6 n (xexp(X))f(X)dX = Vc.oW / f(X)dX. 

J Sx (F) Q JO 

La somme porte sur les orbites nilpotentes dans g x (F) et le dernier terme est la trans- 
formed de Fourier de l'integrale orbitale sur O. Bien sur, les mesures et la transformation 
de Fourier doivent etre definies precisement. Supposons que x est un element de T(F) 
en position generate. Alors G x = T x G", en particulier les orbites nilpotentes de Q X (F) 
sont celles de g,"(F). Supposons d'abord d impair. Par hypothese, G" est quasi-deploye. 
En dimension impaire, cela implique qu'il est deploye. Son algebre de Lie g"(F) possede 
une unique orbite nilpotente reguliere, on la note O reg et on pose c w (x) = c^q (x). Sup- 
posons maintenant d pair. Alors q"{F) possede (en general) plusieurs orbites nilpotentes 
regulieres. On peut les parametrer par un sous-ensemble de F x /F x2 . Posons u = q(vo). 
On montre que v appartient a l'ensemble de parametres, on lui associe une orbite O uo 
et on pose c n (x) = c^o (x). On a ainsi de&ii une fonction sur un ouvert de Zariski 
de T(F). Soit a une representation admissible irreductible de H(F). On definit de fagon 
similaire une fonction c a sur un ouvert de Zariski de T(F). Posons 

(5) m geom (a, 7r) = y^w(T)' 1 / c»(x)c w (x)D H (x)A(x) r dx. 

rer Jt ( f ) 

Les fonctions D H et A sont des determinants elementaires et w(T) est le nombre d'elements 
d'un certain normalisateur. La mesure sur T(F) est de masse totale 1. La representation 
a est la contragrediente de a. 

Theoreme. (i) Pour des representations admissibles irreductibles a de H(F) et n de 
G(F), V expression ci-dessus est absolument convergente. 

(ii) Si it est super cuspidale, on a l'egalite m(cr, n) = m geom (cr, ir). 

Ce theoreme est, lui, independant de toute hypothese sur les L-paquets. Indiquons 
comment on deduit le premier theoreme du second. Retablissons les indices i et a, posons 

m(i: i ,n i )= ^2 rn(cr,ir) 

et definissons de meme m(S a ,n a ). A l'aide du second theoreme, ces termes se calculent 
comme des sommes indexees par des ensembles de tores % et T a . On peut regrouper ces 
tores selon leur classe de conjugaison stable. II y a une correspondance entre classes de 
conjugaison stable dans T a et classes de conjugaison stable dans %. Cette correspondance 
est en fait une injection du premier ensemble de classes dans le second et c'est presqu'une 
surjection : l'unique classe dans % qui n'est pas dans l'image est la classe reduite au tore 
T = {1} G %. Les formules de transfert de caracteres de L-paquets contiennent des 
signes, dont le produit est —1. On en deduit que, pour toute classe de conjugaison stable 
{T} a C T a , la contribution de cette classe a m(E a , II a ) est l'oppose de la contribution 
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a m(£j, Hi) de la classe de conjugaison stable dans % image de {T} a . Alors seul le tore 
{1} G % contribue de fagon non nulle a la somme m(E a , Il a ) + m(E;, IL). A l'aide d'un 
resultat de Rodier, cette contribution du tore {1} s'interprete comme le produit des 
nombres d'elements de Ej, resp. Ilj qui admettent un modele de Whittaker relatif a une 
certaine orbite nilpotente reguliere. D'apres (3), ces nombres sont egaux a 1. On obtient 



d'ou le premier theoreme. Remarquons que l'apparition d'un signe negatif dans les for- 
mules de transfert, qui est cruciale pour le calcul ci-dessus, est probablement reminiscente 
de fait que le produit des L-groupes L H x L G a une representation naturelle qui est sym- 
plectique. 

La preuve du second theoreme est plus compliquee. Appelons quasi-caractere sur 
G(F) une fonction definie presque partout sur G(F), invariante par conjugaison et 
possedant un developpement de la forme (4) au voisinage de tout point semi-simple. 
Pour une fonction / G C£°(G(F)), disons que / est tres cuspidale si, pour tout sous- 
groupe parabolique propre P = MU de G (avec des notations standard), et pour tout 
m G M(F), on a l'egalite 



Pour tout entier N G N, on definit une fonction k n sur G(F). C'est l'image reciproque de 
la fonction caracteristique d'un sous-ensemble compact de H(F)U(F)\G(F), qui devient 
de plus en plus grand quand N tend vers l'infmi. Soient un quasi-caractere sur H(F) 
et / G C%°(G(F)) une fonction tres cuspidale. On pose 



La plus grande partie de Particle consiste a prouver que cette expression a une limite 
quand iV tend vers l'infini et a calculer cette limite. Celle-ci est, comme l'expression (5) 
ci-dessus, une somme sur les tores T G T d'integrales sur T(F) de fonctions deduites de 
et /. Cf. 7.8 pour un enonce precis. L'expression 1^(0, f) ressemble beaucoup a celles 
qui interviennent dans la partie geometrique de la formule des traces locale d'Arthur 
([A3]). D'ailleurs, pour l'etudier, on s'inspire largement des methodes d'Arthur. II y a 
toutefois une difference importante entre les deux situations. Dans la formule des traces 
locale, il n'y a pas de probleme de singularites. La formule finale ne fait intervenir que des 
points reguliers du groupe. En particulier, si on se limite a des fonctions dont le support 
est forme d'elements elliptiques reguliers, la partie geometrique de la formule des traces 
locale est essentiellement triviale. Ici, il y a des singularites. Pour un element semi-simple 
x G H(F), le groupe G x est en general plus gros que H x et on peut dire que la singularity 
du probleme croit en meme temps que dim(G x ) — dim(H x ). L'etude de In(0, f) passe 
done par une etude locale. On commence par se ramener au cas ou et / ont des 
supports concentres dans des voisinages invariants par conjugaison d'un point semi- 
simple x G H(F). Une methode de descente imitee d'Harish- Chandra ramene alors le 
probleme a un probleme similaire, ou les fonctions 9 et f vivent cette fois sur les algebres 
de Lie i) x (F) et Q X {F). Parce que est un quasi-caractere, on peut ensuite exprimer 
l'avatar de 1^(0, f) en fonction de la transformed de Fourier de /. II s'avere qu'apres 
cette transformation, l'expression converge beaucoup mieux. On peut maintenant prouver 
l'existence d'une limite et calculer celle-ci par des methodes similaires a celles d'Arthur. 



m(E a ,n a ) +m(£;,IL) = 1 
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Le second theoreme ci-dessus s'en deduit en remplagant 6 par Q d et / par un coefficient 
de Ti. On montre en effet facilement que m(a, ir) est essentiellement la limite de In(0, f) 
quand N tend vers l'infini. 

Les trois premieres sections sont consacrees aux notations et a divers rappels d'analyse 
harmonique. Les sections 4 a 6 etablissent les proprietes qui nous seront utiles des quasi- 
caracteres et des fonctions tres cuspidales. Les sections 7 a 12 sont consacrees a l'etude 
de l'expression In(0, f) deflnie ci-dessus et au calcul de sa limite. La preuve des deux 
theoremes est donnee dans la section 13. 



1 Notations et premieres definitions 



1.1 Groupes 

Soit F un corps local non archimedien de caracteristique nulle. On en fixe une cloture 
algebrique F. On note val F et \.\ F les valuation et valeur absolue usuelles de F et on 
note de la meme fagon leurs prolongements a F. On noteoj? l'anneau des entiers de F, 
F q son corps residuel et on fixe une uniformisante w F . 

Tous les groupes algebriques sont supposes definis sur F. Soit G un groupe algebrique 
reductif connexe. On note aussi G son groupe de points sur F, c'est-a-dire G = G(F). 
On note A G le plus grand tore deploye central dans G, X(G) le groupe des caracteres 
definis sur F de G, A G = Hom(X(G),R) et A* = X(G) ® z R le dual de A. On definit 
l'liomomorphisme Hq : G(F) — > Ac par Ha(g)(x) = 1°9(\x(.9)\f) pour tous g G G(F) 
et x G X(G). On note g l'algebre de Lie de G et 

G X Q — > 

(g,X) » gXg- 1 

Taction adjointe. On appelle Levi de G un sous-groupe M tel qu'il existe un sous-groupe 
parabolique P de G (defini sur F) de sorte que M soit une composante de Levi de 
P. Pour un tel Levi, on note V(M) l'ensemble des sous-groupes paraboliques de G de 
composante de Levi M, C(M) celui des Levi de G contenant M et J-(M) celui des 
sous-groupes paraboliques de G contenant M. Pour Q e J-'(M), on notera sans plus de 
commentaire Q = LU la decomposition de Q en sa composante de Levi L contenant M 
et son radical unipotent U. II y a une decomposition naturelle Am = A M ®Aq- On note 
proj M et projc les projections sur chacun des facteurs. Le sous-espace A M est engendre 
par l'ensemble Em des coracines indivisibles. A un element P de V{M) est associe une 
chambre positive A P C Am et un sous-ensemble de coracines simples Ap C Em- Bruhat 
et Tits ont defini la notion de sous-groupe compact special de G(F). Si K est un tel 
sous-groupe et M est un Levi de G, on dit que K est en bonne position relativement a 
M s'il existe un sous-tore deploye maximal A C M de sorte que K fixe un point special 
de l'appartement associe a A dans l'immeuble de G. Supposons qu'il en soit ainsi et soit 
P = MU eV(M). On definit la fonction H P : G(F) -> A M par H P (g) = H M (m) pour 
g = muk E G(F), avec m G M(F), u G U(F), k G K. Suivant Harish-Chandra, on definit 
une fonction hauteur ||.|| sur G(F), a valeurs dans R>i = {x G R; x > 1} et (en modifiant 
legerement la definition d'Harish-Chandra) une fonction a par cr{g) = sup(l,log(\\g\\)). 
On definit une fonction sur q{F), egalement notee a, de la fagon suivante. On fixe une 
base de g(F) sur F. Pour X G g(F), on pose a(X) = sup(l, sup{—valF(Xi)}), oh les Xi 
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sont les coordonnees de X. Le cas echeant, on ajoutera des exposants aux notations 
que Ton vient d'introduire pour preciser le groupe ambiant. 

Soit G un groupe. On note Z G son centre. Soit A un ensemble muni d'une action 
de G. Pour un sous-ensemble B C A, on note Z G (B) le centralisateur de B dans G et 
Norm G (B) le normalisateur. Si B = {x}, on note simplement Z G [x) = Z G ({x}). Quand 
A = G, on suppose implicitement que Faction de G est Taction par conjugaison. De 
meme si G est un groupe algebrique lineaire et A = $ est son algebre de Lie. Pour une 
fonction / sur A et pour g G G, on note 9 f la fonction a \— > f(g~ l (a)). 

Quand G est un groupe algebrique lineaire, on note G° sa composante neutre. Pour 
x G G, resp. X G Q, on note G x = Z G (x)°, resp. Gx = Z G (X)°, la composante neutre 
du centralisateur de x, resp. X. 

Soit G un groupe reductif connexe. On note G ss l'ensemble de ses elements semi- 
simples et G reg le sous-ensemble des elements semi-simples reguliers. On definit de meme 
Qss et Q reg . Pour x G G SS (F), Foperateur ad(x) — l est defini et inversible sur q(F)/q x (F), 
on pose : 

D G (x) = \det(ad(x) - 1)\ (f)/ Sx (f))\f- 
De meme, pour X G g ss (F), on pose : 

D G (X) = \det(ad(X) ls{F)/gx{F) )\ F . 

Pour tout sous-ensemble T C G(F), on pose r G = {g^ l ^g\g G G(F), r y G T}. On dit 
qu'un sous-ensemble C G(F) est compact modulo conjugaison s'il existe un sous- 
ensemble compact T C G(F) tel que f2 C T G 

1.2 Mesures 

On fixe pour tout Particle un caractere continu et non trivial ijj : F — > C x . Soit 
G un groupe reductif connexe. On munit q(F) d'une forme bilineaire symetrique non 
degeneree < ., . > invariante par conjugaison par G(F). Pour tout ensemble topologique 
X totalement discontinu, on note C^°(X) l'espace des fonctions sur X, a valeurs dans 
C, localement constantes et a support compact. On definit la transformation de Fourier 
/ i— > / de C%°(g(F)) dans lui-meme par 

f(X)= [ f(Y)4>(<X,Y>)dY, 

ou dY est la mesure de Haar autoduale, c'est-a-dire telle que /(-X") = /(—X). L'espace 
q(F) sera toujours muni de cette mesure. Si H est un sous-groupe reductif de G, le meme 
procede munit \)(F) d'une mesure. 

On note Nil(g) l'ensemble des orbites nilpotentes. Soit O une telle orbite. Pour 
X G O, la forme bilineaire (Y, Z) i— >< X, [Y, Z] > sur q(F) se descend en une forme 
symplectique sur g(F)/g x (F), c'est-a-dire sur l'espace tangent a O au point X. Ainsi, 
O est muni d'une structure de variete F-analytique symplectique et on en deduit une 
mesure "autoduale" sur O. Cette mesure est invariante par conjugaison par G(F). 

Appelons G-domaine dans G(F), resp. g(F), un sous-ensemble de G(F), resp. q(F), 
qui est ouvert, ferme et invariant par conjugaison. On sait que Fon peut definir une 
application exponentielle exp : u — > VL, ou oj est un certain G-domaine dans q(F) conte- 
nant et Q un certain G-domaine dans G(F) contenant 1. Cette application est un 
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homeomorphisme equivariant pour les actions de G(F). On a deja muni q(F) d'une me- 
sure et on munit G(F) de la mesure de Haar telle que le Jacobien de l'exponentielle soit 
egal a 1 au point G q{F). On definit de meme une mesure de Haar sur H(F) pour 
tout sous-groupe reductif H contenu dans G. Si K est un sous-groupe compact special 
de G(F), on munit K de la mesure de Haar de masse totale 1. Soient M un Levi de 
G et P = MU G V(M). On doit munir U(F) d'une mesure de Haar. On sera toujours 
dans l'une des situations suivantes. Ou bien le choix de la mesure sera sans importance 
et on ne la precisera pas. Ou bien sera fixe un sous-groupe compact special K de G(F) 
en bonne position relativement a M. Dans ce cas on choisira la mesure telle que, pour 
toute / G Cf (G(F)), on ait l'egalite : 



f(g)dg— II / f(muk)dmdudk. 

G(F) J K JU(F) J M(F) 

Autrement dit, de sorte que Ton ait l'egalite : 

mes(K, dg) = mes(K n M(F), dm)mes(K nU(F), du), 

avec une notation evidente. En inversant le procede ci-dessus, on munit aussi u(F) d'une 
mesure. Dans la situation ci-dessus, pour / G C%°(G(F)), on definit fp G C%°(M(F)) 
par : 

fp(m) = 5p(m) 1 / 2 / / f(muk)dudk, 

J K Ju(F) 

ou Sp est le module usuel. 

Soit T un sous-tore de G. Le groupe T(F) est muni d'une mesure par la definition 
ci-dessus, notons-la dt. II y a une autre mesure de Haar qui intervient naturellement 
dans la theorie, que l'on note d c t, et qui est definie de la fagon suivante. Si T est deploye, 
le sous-groupe compact maximal de T(F) est de volume 1 pour d c t. En general, d c t 
est compatible avec la mesure que l'on vient de definir sur A T (F) et avec la mesure 
sur T(F)/A T (F) de masse totale 1. Pour eviter les confusions, nous n'utiliserons que la 
mesure dt, mais il sera necessaire d'introduire dans nos formules la constante v(T) definie 
par d c t = is(T)dt. 

Soit M un Levi de G. On munit A% de la mesure pour laquelle le quotient 

A G M /woj%{H M {A M {F))) 

est de volume 1. 



2 Integrales orbitales ponderees 



2.1 (G, M)-familles 

Un groupe reductif connexe G est fixe pour toutes les sections 2 a 6. On fixe aussi 
une forme bilineaire sur g(F) comme en 1.2. Soit M un Levi de G. Arthur a introduit 
la notion de (G, M)-famille : c'est une famille (cp)p e -p(M) de fonctions C°° sur iA* M (ou 
i = \/— 1) verifiant une certaine condition de compatibilite ([Al] p. 36). Considerons une 
telle (G, M)-famille. On sait lui associer un nombre complexe c M ([Al] p. 37). On a besoin 



7 



pour cela d'une mesure sur Am '■ on l'a flxee dans la section precedente. Soit L G C(M). 
On deduit de notre (G, M)-famille une (G, L)-famille, on note cl le nombre qui lui est 
associe. Soit Q G V(L). On deduit aussi de la famille de depart une (L, M)-famille dont 
on note le nombre associe. 

Soit (Yp)p g p(M) une famille d'elements de Am- On dit qu'elle est (G, M)-orthogonale, 
resp. et positive, si elle verifie la condition suivante. Soient P et P' deux elements ad- 
jacents de V(M). II y a une unique coracine a telle que a G Ap et —a G Ap/. On 
demande que Yp — Yp* G M,a, resp. Yp — Yp> G M>oQ;. Pour P G V(M), defmissons 
une fonction cp sur iA* M par cp(A) = e~ x(yYp \ Supposons que la famille (Yp)p e -p( M ) soit 
(G, M)-orthogonale. Alors la famille (cp)p e p(M) est une (G, M)-famille. Soit L G C(M). 
La (G, L)-famille deduite de cette (G, M)-famille est associee a la famille de points 
(Xq)q€P{l) ainsi deflnie : Yq = projLiYp) pour n'importe quel P G V(M) tel que P C Q. 
De meme, soit Q G V(L). Alors la (L, M) -famille deduite de notre (G, M)-famille est 
associee a la famille de points (^pOp'sp^m) ainsi deflnie : Yp* = Yp, ou P est l'unique 
element de V{M) tel que P C Q et P n L = P'. 



2.2 Formules de descente 

Soient M un Levi de G, (cp)p e p( M ) et (dp) P£V ( M ) deux (G, M) -families. Pour P G 
P(M), posons (cd)p = cpdp. Alors ((cd) P ) PeV ^ M ) est encore une (G, M)-famille. On a 
une egalite ([A2] corollaire 7.4) : 

(1) (cd) M = Yl d M (L,L')c M d Q M - 

L,L'eC(M) 

Le terme d M (L, V) est un reel positif ou nul, qui est non nul si et seulement si 

A M = Af © A% . 

On a d M (M,G) = d M (G,M) = 1. On doit fixer un parametre auxiliaire £ G ^4^, 
en position generale. Pour L, L' verifiant la condition precedente, notons £l et £l' les 
projections de £ sur chacun des facteurs. Alors Q est l'unique element de V(L) tel que 
£l G ^4q et Q' est defini de fagon similaire. 

Supposons que (c?p)p G p(M) est associee a une famille (G, M)-orthogonale de points 
(Yp)p e p(M)- Alors : 

(2) (cd) M = J2 c >q(Y q ), 

QeT{M) 

ou, pour Q = LU, uq est une fonction sur Al, bien sur independante de nos (G, M)- 
familles. La fonction ug est constante de valeur 1. La formule resulte de [Al] (6.3) et 
lemme 6.3. 

Pour une seule (G, M)-famille (cp)p e p( M ) et pour L G C(M), on a aussi : 

(3) c L = d M(L,L')c Q M , 

L'eC(M) 

avec les memes definitions qu'en (1). 
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2.3 Integrates orbitales ponderees 

Soient M un Levi de G et K et sous-groupe compact special de G(F) en bonne posi- 
tion relativement a M. Pour g G G(F), la famille de points {H P {g)) PeV ^ M ^ est (G,M)- 
orthogonale et positive. On note (fp(fi , ))p G p(M) la (G, M)-famille associee et v M (g) le 
nombre associe a cette (G, M)-famille. La fonction g \— > v M (g) est invariante a gauche 
par M(F) et a droite par i^. 

Soient / G C£°(G(F)) et x e M(F)f]G reg (F). On definit l'integrale orbitale ponderee 

J M (x, /) = D G (a;) 1 / 2 / f(g- 1 xg)v M (g)dg. 
Jg x (f)\g(f) 

L'integrale a un sens puisque G x = M x C M. 

Lemme. (i) Soit f G C™{G(F)). La fonction x h-> J M (x, /) deGnie sur M(F) n G re9 (F) 
est localement constante et invariante par conjugaison par M(F). L'adherence dans 
M(F) de son support est compacte modulo conjugaison. 

(ii) II existe un entier k > et, pour toute f G C£°(G(F)), il existe c > de sorte 
que Von ait Vinegalite : 

\J M (xJ)\<c(l + \logD G (x)\) k 
pour tout x G M{F) fl G reg (F). 

Preuve. Le (i) est evident. Le (ii) est du a Arthur mais nous allons rappeler la 
demonstration car nous l'utiliserons plus loin. D'apres le (i), on peut fixer un sous- 
tore maximal T de M, un sous-ensemble compact oo C T(F) et se contenter de majorer 
\Jm(x, f)\ pour x G oj. Fixons une norme sur Am- H existe c > tel que, pour tout 
P G V(M) et tout g G G(F), on ait l'inegalite \H P (g)\ < ccr(g). Par construction, 
Vm{9) est polynomial en les Hp(g), il y a done un entier k > et c > tel que 
vm(q) < ca(g) k . Posons cr T (g) = inf{a(tg);t G T(F)}. Puisque VM^g) est invariante 
a gauche par T(F) C M(F), on a meme v M (g) < ca T (g) k . Rappelons le lemme 4.2 
de [A3], qui precise un resultat de Harish-Chandra. Pour tous sous-ensembles compacts 
Q C T(F) et T C G(F), il existe c > de sorte que, pour tout x G Q et tout g G G(F) 
tels que g~ 1 xg G T, on ait l'inegalite : 

(1) <J T (g)<c(l + \logD G (x)\). 

On applique cela a Q = u et au support T de /. Alors pour x G c<j fl G reg (F), on peut 
majorer le terme VM^g) intervenant dans la definition de Jm{x, f) par c(l + |/og D G (x)\) k , 
ou c depend de / mais pas k. On obtient : 

\Jm(xJ)\ < c(l + \logD G {x)\) k D G {x) 1 l 2 [ Ifig'^dg 

Jg x (f)\g(f) 

<c(l + \logD G (x)\) k J G (x,\f\). 
D'apres [HCvD] theoreme 13, Jg(x, \ f\) est borne sur uo fl G reg (F) et cela conclut. □ 
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2.4 Formule des traces locale 



Soient M min un Levi minimal de G et K un sous-groupe compact special de G(F) 
en bonne position relativement a M min . Les definitions du paragraphe precedent se des- 
cended a l'algebre de Lie : pour tous M G C(M min ), X G m(F)f]g reg (F), f G C~(fl(F)), 
on definit l'integrale orbitale ponderee Jm(X, f). 

Soient /, /' G C C °°( (F)). Pour M G C(M min ) et X G m(F) fl g re9 (F), posons : 

J M (X,f,f')= ^2 dM(L,L')J M (X,fQ)J M (X,fQ,) 

L,L'eC(M) 

Les definitions sont les memes qu'en 2.2(1) ; Q est le sous-groupe parabolique oppose a 
Q. On note W M = Norm M (M min )/M min , clm = dim(AM)- Pour un sous-tore maximal 
T de M, on pose W(M,T) = NorrriM(F){T)/T(F). On dit que T est elliptique dans M 
si A r = A M - On fixe un ensemble T e n(M) de representants des classes de conjugaison de 
sous-tores maximaux de M, elliptiques dans M. Posons : 

J(f,f)= E I^H^r^-l)^-^ £ |W(M, T)| -1 i/(T') -1 /" J M (X,f,f')dX. 

MeC(M min ) TeT M (M) Ji ( F ) 

Cette expression est absolument convergente en vertu du lemme 2.3(ii) et du lemme 
suivant. 

Lemme. Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur F et (Ri)i=i jm .. jn UDe famUle 
Gnie de polynomes non nuls sur V. Alors la fonction v h- > n*=i n ^(I-^WI-f) es ^ 
localement integrable sur V . □ 

Theoreme. Pour toutes /, f G C~(fl(F)), on a l'egalite J(f, f) = J(f, /'). 

Cf. [Wl] theoreme 5.2, qui reprenait [A3]. II n'y a pas de v(T) dans [Wl], ce qui 
est du au fait que les mesures sur les tores n'y sont pas les memes que les notres (il y 
a d'ailleurs aussi dans cette reference une erreur dans la definition des mesures sur les 
espaces Am)- 

2.5 La condition (H) 

On conserve les memes hypotheses. Pour (p G C£°(g(F)), considerons la condition : 

(H). pour tout M G C(M min ), il existe ipM £ C^°(m(F)) telle que ipp = ifM pour tout 
PeV(M). 

En vertu de l'egalite ((f) p = (fpj, ip verifie (H) si et seulement (p verifie (H). 
En general, pour tout sous-ensemble B d'un ensemble A, notons lp la fonction ca- 
racteristique de B dans A. Si Q est un G-domaine dans q(F) et si ip verifie (H), alors 
(pin verifie aussi (H) et on a (</?1^)m = ^ M lQnm(F) pour tout M. 

Pour tout sous-ensemble B C q(F), posons B K = [k~ l Xk\ k G K,X G B}. Posons : 

fi = U U (i(F)^Qre 9 (F)) K . 

MeC(M mln )T&T ell (M) 
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C'est un ouvert de g(F). 

Lemme. Soit tp G Cf 

(i) Supposons Supp(p) C Q. Alors p verifie (H). 

(ii) Supposons Supp(ip) C Q re g(F) . Alors il existe une families finie (ipi)i=i,..., n d'elements 
de C£°(q(F)) et une famille finie (gi)i=i,..., n d'elements de G(F) telles que ipi verifie (H) 
pour tout i et ip = J2i=i,..., n 9il Pi- 

Preuve. Supposons Supp(p) C Q. Soient P = MU G T(M min ) et X G m(F)ng reg (F). 
Par un calcul familier, on a l'egalite : 

p P (X) = D G (X)^ 2 D M (X)-^ 2 ! ! (pik-^Xutydudk. 

JK Ju(F) 

Soit u G U(F) pour lequel il existe k G K tel que (p(k~ 1 u~~ 1 Xuk) ^ 0. Alors u~~ 1 Xu G f2 
et on peut fixer L G C(M min ), T G T e u(L), Y G t(F) fl Q r eg(F) et k e K de sorte que 
u~ x Xu = kYk~ l . Posons g = uk. On a gYg' 1 = X, done gTg" 1 est le commutant Gx 
de X. Le plus grand tore deploye de gTg~ l est gA L g~ x . Celui de Gx contient A M . Done 
Am C gA^ 1 C gA-M m i n 9~ x ■ Puisque M est le commutant de Am, on a gAM^g" 1 C M. 
Alors Au min et gAM^g -1 sont deux tores deployes maximaux de M, ils sont done 
conjugues par un element de M(F). Fixons m G M(F) tel que mgAM mi „g~ 1 m~ 1 = 
A Mmin . D'apres Bruhat et Tits, le normalisateur Norm G ( F )(A Mmin ) est contenu dans 
M min (F)K. Done mg G M min (F)K, puis g G M(F)K et enfin it G M(F)K. Parce que 
if est en bonne position relativement a M, cela entraine u £ U (F) fl if. Done : 

p P (X) = D G (X) 1/2 D M (X)- 1/2 [ [ p{k- x u- x Xuk)dudk. 

JK JU(F)nK 

L'integrale sur [/ (F) fl K est absorbee par celle sur K, on obtient : 

p P (X) =D G (X) 1 / 2 D M (Xy 1 / 2 (mes(U(F)f]K)) ! p(k' l Xk)dk. 

JK 

Comme on l'a remarque en 1.2, mes(U (F)nK) ne depend pas du sous-groupe parabolique 
P G V(M). L'expression ci-dessus n'en depend done pas non plus et c'est la condition 
pour que ip verifie (H). 

Supposons maintenant que Supp(p) C Q re g(F). Pour tout X G Supp(p), fixons gx G 
G(F) tel que 

9xXg x e |J |J t(F)n Qreg (F), 

MeC(M mm )Te% u (M) 

puis un voisinage tux de X tel que g x l uj x gx C fi. Une partition de l'unite nous ramene 
au cas ou Supp(p) est contenu dans un tel voisinage uj x . Dans ce cas, ip = gx p', ou 
ip' = 9 X p. Mais Supp(p') C il, done p' verifie (H). □ 

2.6 Transformees de Fourier d'integrales orbitales, germes de 
Shalika 

Pour tout O G Nil(g), on definit l'integrale orbitale nilpotente 

Jo{f) = [ f(X)dX 
Jo 
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pour / G C%°(g(F)), et sa transformee de Fourier 

Mf) = Mf). 

Pour A G F x , defmissons f x par f x (X) = /(AX). Notons F x2 le groupe des carres dans 
F x . On a l'egalite 

Mf") = \MF dlm{0)/2 Jo(f) 

pour tout A G F x2 . 

On pose S(G) = dim(G) — dim(T), ou T est n'importe quel sous-tore maximal de G. 
On sait qu'il existe une unique fonction To sur g reg (F), le germe de Shalika associe a O, 
verifiant les deux conditions suivantes : 



T (XX) = \\\f G) ~ dim{0))/2 T (X) 

pour tous X G Q reg {F) et A G F x2 ; 

pour toute / G C£°(g(F)), il existe un voisinage oo de dans g(F) tel que : 

J G (XJ)= J2 T o(X)J (f) 
oemi(g) 

pour tout iGwfl g r e 9 (-F)- 

Remarquons que To coincide sur tout compact avec une integrate orbitale, en parti- 
culier y est borne. 

II existe une unique fonction j sur g(F) x g(F), localement integrable, localement 
constante sur g reg (F) xg reg (F), telle que, pour toute / G C£°(jj(F)) et tout X G g reg (F), 
on ait l'egalite : 

J G (XJ)= [ f(Y)j(X,Y)dY. 

De meme, pour O G Nil(g), il existe une unique fonction Y \— > sur 0(F), 

localement integrable, localement constante sur re9 (F), telle que, pour toute fonction 
/ G C c °°(0(F)) , on ait l'egalite : 

Jo(f)= [ f(Y)j(0,Y)dY 

On a les egalites : 

(1) j(XX, Y) = \\\T )/2 j(X, XY), j(0, XY) = \X\- dim{0)/2 j(0, Y) 

pour tous X, Y G g reg {F), O G Nil(g) et A G F x2 . 

Soient u et Q deux G-domaines dans g(F) compacts modulo conjugaison. La conjec- 
ture de Howe entraine l'existence d'une famille flnie (X i ) i= i ! „. jTl d'elements de r2flg re9 (F) 
et d'une famille finie (/i)i=i,...,n d'elements de C^°(c<j) verifiant la condition suivante. Pour 
toute distribution invariante D dont la transformee de Fourier est a support dans Q et 
toute / G C^°(cj), on a l'egalite 

(2) £>(/)= Ja(X»f)D(tt- 

i=l,...,n 
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II en resulte que, pour X G Q, H reff (F) et Y G w fl g re9 (F), on a l'egalite 

(3) j(X,Y)= 3(X^Y)J G (XJ t ). 

i=l,...,n 

Au voisinage de 0, on a un resultat plus precis. Soit uj un G-domaine de g(F) compact 
modulo conjugaison et contenant 0. Alors il existe un G-domaine fl de g(F) compact 
modulo conjugaison et contenant tel que, pour X G fl D g re9 (F) et F G fl g re9 (F), 
on ait l'egalite 

(4) j(X,Y)= J2 r (X)j(0,Y). 

OeNii( s ) 

Soient M un Levi de G et X G m(F) flg re9 (F). Pour F G reff (.F), Axons un ensemble 
de representants (F)i=i,...,r des classes de conjugaison par M(F) dans l'ensemble des 
elements de m(F) qui sont conjugues a F par un element de G(F). On verifie l'egalite 

(5) j G (X,Y)D G (Y)^= J M (X^D M (Y^. 

i=l,...,r 



3 Voisinages d'elements semi-simples 

3.1 Bons voisinages 

On fixe pour toute la section un element x G G SS (F). On dira qu'un sous-ensemble 
uj C Q X (F) est un bon voisinage de s'il verifie les conditions (1) a (7) ci-dessous. 

(1) L'ensemble uj est un G^-domaine compact modulo conjugaison, invariant par 
Z G (x)(F) et contenant 0. 

(2) L'exponentielle est definie sur uj ; c'est un homeomorphisme equivariant pour la 
conjugaison par Zq(x)(F) de uj sur un G^-domaine exp(uj) de G X {F). 

(3) Pour tout A G F x tel que \X\p < 1, on a Xcu C uj. 

(4) On a l'egalite 

{g G G(F); g- l xexp(uj)g n xexp(u;) ^ 0} = Z G (x)(F). 

(5) Pour tout sous-ensemble compact Y C G(F), il existe un sous-ensemble compact 
T' C G(F) tel que Ton ait l'inclusion : 

{g G G(F); g~ x xexp{uj)g n T ^ 0} C G x (F)r'. 

Fixons un reel cf > tel que cf> < + l)!|p pour tout entier k > 1. 

(6) Pour tout sous-tore maximal T C G x , tout caractere algebrique x de T et tout 
element X G t(F) fl a;, on a l'inegalite |x(X)|p < cp. 

Considerons un sous-espace propre W C q(F) pour l'operateur ad(x). Notons A la 
valeur propre. Soit X G uj. Alors ad(X) conserve W. Soit Wx un sous-espace propre 
de W pour l'operateur ad(X), de valeur propre //. Alors IFx est aussi un espace propre 
pour l'operateur ad(xexp(X)) , de valeur propre Xexp(fi). 

(7) Supposons A 7^ 1. Alors |Aexp(//) — = |A — 
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De bons voisinages de existent, aussi petits que Ton veut en ce sens que, si ujq 
est un voisinage de dans Q X (F), il existe un bon voisinage u; de tel que uj C uj x . 
Considerons un bon voisinage uj de 0. Les conditions (1) et (2) entrainent que l'ensemble 
Q = (xexp(uj)) G est un G-domaine dans G(F), compact modulo conjugaison. La condi- 
tion (4) entraine que, pour X G uj, Z G (xexp(X))(F) C Zq(x)(F) et G xexp (x) = (G x )x C 
G x . On note simplement G Xt x = (G x )x- La condition (6) entraine que l'exponentielle 
de uj sur expiyj) preserve les mesures. Plus generalement, elle entraine qu'un certain 
nombre de jacobiens qui interviendront plus tard sont egaux a 1. Les conditions (6) et 
(7) entrainent que, pour tout X G uj, on a l'egalite 

D G (xexp(X)) = D G {x)D G *{X). 

Une consequence de la propriete (4) est que, pour toute fonction tp sur uj, invariante 
par conjugaison par Zq{x){F), il existe une unique fonction / sur G(F), invariante par 
conjugaison par G(F), a support dans fl et telle que f(xexp(X)) = (p(X) pour tout 
(p G uj. Si ip est localement constante sur uj fl Q reg (F), f est localement constante sur 
G reg (F). 

Le cas echeant, on peut renforcer les conditions imposees aux bons voisinages. Suppo- 
sons par exemple que G x se decompose en le produit de deux groupes reductifs connexes 
G x = G' x G", conserves chacun par Z G (x)(F). On peut imposer 

(8) uj = uj' x uj" , ou uj' C q'(F) et uj" C q"(F) verifient des conditions analogues a (1) 
et (2). 

Ou bien, supposons fixee une representation algebrique p de G dans un espace vecto- 
riel V de dimension finie sur F. Les conditions precedant (7) s'appliquent en remplagant 
g(F) par V et les operateurs ad(x), ad(X) et ad(xexp(X)) par p(x), p(X), p(xexp(X)). 
On peut imposer une condition (7) p analogue a (7) pour les ensembles de valeurs propres 
ainsi dermis. 



3.2 Correspondance des Levi 

Soit M un Levi de G contenant x. On a l'egalite M x = MC\G X et ce groupe est un Levi 
de G x : c'est le commutant de Am C G x . On a Am C Am x - Pour P = MU G V(M), on a 
les egalites P x = PnG x , U x = UDG X , P x = M X U X et P x appartient a V(M X ) = V Gx (M x ). 
Inversement, soit R un Levi de G x . Notons R le commutant de A R dans G. C'est un 
Levi de G. On a : 

(1) x G R(F), = M et A R = A R . 

Preuve. Puisque x commute a Ar, x appartient a R(-F). On sait deja que Ar, C An x . 
Le groupe R commute a Ar, done est inclus dans R, puis dans RflG^ = H x . Cela entraine 
A Rx C A R . Enfin, par construction de R, A R est inclus dans A R . Alors A R = A Rx = A R , 
ce qui entraine les deux dernieres assertions de (1) □ 

L'application R \— > R est une bijection de l'ensemble des Levi de G x sur celui des 
Levi M de G contenant x et tels que A M = A Mx - 

3.3 Descente des poids 

Fixons un Levi minimal R m %n de G x , un sous-groupe compact special K x de G X (F) 
en bonne position relativement a R m in et un sous-groupe compact special K de G(F) 
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en bonne position relativement a R m m- Remarquons que la bijection du paragraphe 
precedent se restreint en une bijection de C Gx (R min ) sur le sous-ensemble des M G 
(Rmin) tels que A M = A Mx . Le Levi R min n'a bien sur aucune raison d'etre minimal 
dans G. 

Lemme. Soient R G C(R min ), g G G X (F) et y G G(F). On a l'egalite : 

vn(gy)= Yl E v f(9)u Q {H Q {gy)-H Qx {g)). 
seC(R) Qer(S) 



Preuve. Pour P G "P(R) et A G Mr = iAr, posons c P (g)(X) = v Px (g)(\). D'apres 
[A4] p. 233, la famille (cp(g))p ev(R) est une (C, R)-famille. Definissons la (G, R)-famille 
(dp(g,y))p e -p(fo par dp(g,y) = cp(g)~ 1 vp(gy). Elle est associee a la famille de points 
(Hp(gy) - Hp x (g)) PeP{R y On a v P (gy) = c P (g)d P (g,y). D'apres 2.2(2), 

vn(gy)= c n(9)u Q (H Q (gy) - proj L (H Qx (g))). 

Q=LUeT(R) 

Soit Q = LU G .F(R). D'apres [A4], lemme 4.1, 

4.(9)= E d L R (R,S)v Q R s (g). 

seC(R) 

Le groupe appartient a V(S) et est contenu dans Q x . La constante d R (R, S) est 
similaire a celle de 2.2. La condition d R (R, S) ^ impose A R = A^®Ag. Or .Ar = Ar. 
Done .As = Al- Mais alors L = S et Q s = Q x - On obtient : 

r Q (n \ - f v f(9), si L = S pour un S G 
CrU?J _ \ 0, sinon. 

Dans le cas ou L = S pour un S G V(R), on a Hq x (g) G A.s = A.^, done pro j L (HQ x (g)) = 
FiQ x (g). Toutes ces formules conduisent a celle de l'enonce. □ 



4 Quasi-caracteres 

4.1 Quasi-caracteres de G(F) 

Soit 9 une fonction definie presque partout sur G(F) et invariante par conjugaison. 
On dit que e'est un quasi-caractere si et seulement si, pour tout x G G SS (F), il existe 
un bon voisinage u de dans g x (F) et, pour tout O G NU(q x ), il existe CQ t o{x) G C de 
sorte que Ton ait l'egalite 

(1) 0(xexp(X))= ce,o{x)KO,X) 

oeNU( Sx ) 

presque partout pour X G u. Autrement dit, pour toute / G C£°(q x (F)) a support dans 
u, on a l'egalite 

/ 9(xexp(X))f(X)dX = Yl c e ,o{x)J {f). 

J Sx(F) OeNil( Sx ) 
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Les coefficients co,o(x) sont uniquement determines. 

Soit 9 un quasi-caractere. Alors 9 est localement integrable sur G(F) et localement 
constant sur G reg (F). Pour tout G-domaine Q dans G(F), 91n est un quasi-caractere. 
Soient x G G SS (F) et uj un bon voisinage de dans Q X (F). On dit que 9 est developpable 
dans xexpiuj) si l'egalite (1) est verifiee pour X E uj (1 Q reg (F). 

4.2 Quasi-caracteres de q(F) 

La definition precedente s'adapte aux algebres de Lie. Soit 9 une fonction definie 
presque partout sur q(F). On dit que c'est un quasi-caractere si et seulement si, pour 
tout X G q ss (F), il existe un Gx-domaine uj dans Qx(F), contenant 0, et, pour tout 
O G Nil(gx), il existe ce t o{X) G C de sorte que Ton ait l'egalite 

(1) 9{X + Y)= co,o(X)3(0,Y) 
oeNU(sx) 

presque partout pour Y G uj. Les quasi-caracteres de q(F) ont des proprietes similaires 
a celles des quasi-caracteres de G(F). 

Soit 9 un quasi-caractere. On note simplement cg t o — c e,o(0) les coefficients du 
developpement de 9 au point 0. Soit A G F x2 . Alors 9 X est un quasi-caractere. Soient 
X G Qss(F) et uj comme ci-dessus, tel que 9 soit developpable dans X + uj. Alors 9 X est 
developpable dans A _1 X + A _1 a;. Remarquons que Q\-ix = Qx- Pour tout O G Nil(gx), 
on a l'egalite 

(2) ^(A- 1 *) = \\\ F dmi(0)/2 c e , (X). 
Cela resulte immediatement des formules de 2.6. 

Theoreme. Soit D une distribution sur g(F), invariante par conjugaison et a support 
compact modulo conjugaison. Alors sa transformee de Fourier est la distribution associee 
a une fonction localement integrable 9 qui est un quasi-caractere. 



C'est un resultat d'Harish-Chandra. La premiere assertion resulte du theoreme 4.4 de 
[HCDS]. La derniere n'est pas tres clairement enoncee dans cette reference mais resulte 
de la preuve du theoreme 4.4, en particulier du theoreme 5.11 et du corollaire 6.10. 

4.3 Localisation 

On fixe un element x G G SS (F) et un bon voisinage uj de dans q x (F). Soit 9 un 
quasi-caractere de G(F). On definit une fonction 9 XiU sur Q X (F) par 



9(xexp(X)), si X G uj, 
0, sinon. 



Alors 9 X ^ est un quasi-caractere de g x (F). On a les egalites cg i o(xexp(X)) = cg xut o(X) 
pour tout X G uj fl q XiSS (F) et tout O G NU(q X! x)- En particulier ce t o(x) — c e x ^,o pour 
tout O G NU(q x ). 

Inversement, soit 9 un quasi-caractere de Q X (F). Supposons que 9 soit invariant par 
conjugaison par Zg{x)(F) et a support dans uj. Soit 6 la fonction sur G(F), invariante par 
conjugaison par G(F), a support dans Q = (xexp(uj)) G et telle que 6(xexp(X)) = 9(X) 
pour X G uj, cf. 3.1. Alors 6 est un quasi-caractere sur G(F). On a l'egalite 6 X U} = 9. 
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5 Fonctions tres cuspidales 



5.1 Definition 

Soit / G C£°(G(F)). On dit que / est tres cuspidale si et seulement si, pour tout 
sous-groupe parabolique propre P = MU de G et pour tout x G M(F), on a l'egalite 

/ f(xu)du = 0. 

JU(F) 

Remarquons que l'integrale ci-dessus est localement constante en x. Sa nullite sur M(F) 
equivaut a sa nullite sur M(F) nG reg (F). Mais, pour x G M(F) fl G reg (F), on a l'egalite 

dp(x) 1 / 2 [ f(xu)du = D G (xf/ 2 D M (xY 1 l 2 [ f(u' l xu)du. 

JU{F) Ju(F) 

Alors / est tres cuspidale si et seulement si, pour tout sous-groupe parabolique propre 
P = MU de G et pour tout x G M(F) n G reg (F), on a l'egalite 

/ /(■u~ 1 x-u)(i-u = 0. 

JU(F) 

Disons qu'un element x G G reg (F) est elliptique si A Gx = A G . Si le support de / 
est contenu dans l'ensemble des elements reguliers elliptiques de G(F), alors / est tres 
cuspidale. Si f2 est un G-domaine dans G(F) et si / est tres cuspidale, alors fin est tres 
cuspidale. Si / est tres cuspidale, 9 f Test pour tout g G G(F). 



5.2 Integrates orbitales ponderees de fonctions tres cuspidales 

Soient M un Levi de G et K un sous-groupe compact special de G(F) en bonne 
position relativement a M. 

Lemme. Soient f G Cf > {G{F)) et x G M(F) fl G reg (F). On suppose f tres cuspidale. 

(i) L'integrale orbitale ponderee Jm{x, f) ne depend pas de K. 

(ii) Pour tout y G G(F), on a l'egalite Jm(x, y '/) = Jm(x, /)• 
(in) Si A Gx ^ A M , alors J M (x, f) = 0. 

Preuve. Soit K un autre sous-groupe compact special en bonne position relativement 
a M. Soit g G G(F). En utilisant K, on a defini la famille de points (H P (g))p eV ( M ) 
et la (G, M)-famille {vp{g))p & -p< y M)- En utilisant X, on definit de meme une famille de 
points (Hp(g))p e p(M) et une (G, M) -famille (vp(g))p e -p^M)- On definit la (G, M)-famille 
(^p)peP(M) par dp(^) = vp^vp^g)' 1 . Elle est associee a la famille de points (Hp(g) — 
Hp(g))p e p(M)- On a Dp(^) = vp(g)d P (g), d'ou, d'apres 2.2(2) 

«Af(^)= ^ v M (g)u Q (H Q (g) - H Q {g)). 
QeT{M) 

Alors 

J M (x, /) = D G (xf' 2 [ f(g- 1 xg)v M (g)dg 
Jg x (f)\g(f) 
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D G (x)^ I f{9- l xg)i Q M {g)u Q {H Q {g)-H Q { g ))dg 

Q£F(M) JGx(F)\G(F) 

= D G (x) 1 ' 2 V / / / fik^u-H^xluk) 

^_ rr ^^»^ Jl x (F)\L(F) Jk Ju(F) 



Q=LU&F(M) 



v M {l)u Q (Hq(k))dudkdl. 

Si Q 7^ G, l'integrale interieure sur U (F) est nulle puisque / est tres cuspidale. Le terme 
pour Q = G est l'integrale orbitale ponderee calculee a l'aide de K. Cela prouve (i). 
Par changement de variable 

J M (x, "/) = D G {x) 1 / 2 [ f{g~ l xg)v M {gy~ l )dg. 

Jg x (f)\g(f) 

La relation 2.2(2) permet d'exprimer VMigy' 1 ) a l'aide des v%(g) pour Q £ JF(M). 
Comme ci-dessus, les termes indexes par Q ^ G ont une contribution nulle. Le terme 
pour Q = G donne l'integrale Jm{x, /). Cela prouve (ii). 

Soit M(x) le commutant de Aq x dans G. C'est un Levi de M. Quitte a changer de 
groupe K, ce qui est loisible d'apres (i), on peut supposer que K est en bonne position 
relativement a M(x). La formule 2.2(3) appliquee aux poids conduit aisement a l'egalite 

Jm(xJ)= d M( x) (M,L)J^ {x) (x,f Q ). 

LeC(M(x)) 

Supposons Aq x ^ Am- Alors M(x) ^ M et tous les Levi L intervenant dans cette somme 
sont differents de G. Les fonctions correspondantes fq sont nulles et on obtient l'assertion 
(iii). □ 



5.3 La distribution invariante associee a une fonction tres cus- 
pidale 

Soit / E C™(G{F)). On suppose / tres cuspidale. Soit x E G reg (F). Notons M(x) le 
commutant de A Gx dans G. C'est un Levi de G. On pose 

9 f (x) = (-l) a ^ aG u(G x r 1 D G (x)- 1 / 2 J M(x) (xJ), 

l'integrale orbitale ponderee etant calculee a l'aide d'un sous-groupe compact special de 
G(F) en bonne position relativement a M(x). Cette definition est loisible d'apres le (i) 
du lemme precedent. 

Lemme. La fonction Of est invariante par conjugaison, a support compact modulo 
conjugaison, localement integrable sur G(F) et localement constante sur G reg (F). 

Preuve. Soient y G G(F) et x G G reg (F). On a M(yxy~ v ) = yM(x)y' 1 . Par transport 
de structure, 

Jm{x){xJ) = JyM(x)y-^yxy' 1 , v f). 

Le second terme est egal a J y M(x) y - 1 (y x y^ 1 , f) d'apres le (ii) du lemme precedent. Alors 
Of(x) = 6f{yxy~ l ), d'ou la premiere assertion. Le support de Of est contenu dans 
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(Supp(f)) G , d'ou la deuxieme assertion. Puisque Of est invariante par conjugaison, la 
locale integrabilite et la locale Constance se testent sur les tores maximaux de G. Soit 
T un tel tore, notons M(T) le commutant de A T dans G. Pour x G T(F) H G reg (F), 
on a M(x) = M(T). Les assertions a prouver resultent des assertions similaires pour la 
fonction x i— > Jm(t)(x, f) sur T(F) fl G reg (F). Celles-ci resultent du lemme 2.3. □ 



5.4 Localisation : premieres proprietes 

Soit x G G SS (F). On suppose que G x est le produit de deux groupes reductifs connexes 
G x — G 1 x G", conserves chacun par Z G (x)(F). Tout element X G fl x (-F) se decompose 
en somme d'un element de q'(F) et d'un element de g"(F). On notera sans plus de com- 
mentaire X = X' + X" cette decomposition. De meme, tout Levi R de G x se decompose 
en R = R' x P", ou i?' est un Levi de G' et R" un Levi de G". On note / i— > /Ma transfor- 
mation de Fourier partielle dans C£°(jj x (F)) relative a la deuxieme variable. C'est-a-dire 
que, pour X = X' + X" G X (F), 

= / /(x' + rx< y", x" >)dY". 

Si i? est un Levi de G x , on definit de meme une transformation de Fourier partielle 
/•—>/" dans C^°(r(F)). Soit a; un bon voisinage de dans g x (F), auquel on impose la 
condition (8) de 3.1. Cette situation sera conservee jusqu'en 5.8 inclus. 
Soit / G C C °°(G(F)). Pour g G G(F), on definit e C c °°( 0:c (F)) par 

<„,_ J 0, siXG'w, 

J^l^J | f(g-ixexp(X)g), siXeoo. 

On pose w = Pour y G Z G (x)(F) et X G fl x (F), on a les egalites 

(1) -V) = "/.,,„.(// '.V//). ""./;,.,(. V) = "/.;,„(// '.V//). 

Soient M un Levi de G tel que x G M(F). On fixe un sous-groupe compact special 
X de G(F) en bonne position relativement a M. Soit P = MU G V{M). Pour / G 
C~(G(F)), definissons des fonctions y?[P, /], y?«[P, /] et J^J., f) sur m^F) n S:c , re9 (F) 
par 

ip[PJ](X) = D G ^Xf/ 2 D M ^X)-^ [ u f x jX)du, 

JU(F) 

ip«[PJ](X) = D G *{X) l l 2 D M *{X)- 1 ' 2 [ u f x jX)du, 

JU(F) 

JI, X JX, f) = D G °(X)^ [ 9 fljX)v M (g)dg. 

Jg XiX (f)\g(f) 

Lemme. (i) Ces trois integrates sont absolument convergentes. 

(ii) Les fonctions <p[P, /] et y^[P, f] se prolongent en des elements de C%°(m x (F)) et 
onaregalite^[PJ] = (tp[PJ}Y. 

(in) La fonction X \— > J^ M x W (X, /) est invariante par conjugaison par M X (F). Son 
support est compact modulo conjugaison. Elle est localement constante sur m x (F) fl 
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Qx,reg{F). II existe c > et un entier k > (d'ailleurs independant de f) tels que Von 
ait Vinegalite 

\jl, x jXJ)\<c(l + \log(D^(X))\) k 

pour tOUt X G m x (F) n Q x;r eg{F). 

Preuve. Ecrivons 

(2) <p[P,f\(X)= f D^iXf^D^iXy 1 / 2 [ uv f x ^(X)dudv, 

JU X (F)\U{F) JU X {F) 

(3) ^[PJ](X)= [ D G °{Xy/ 2 D M *{X)- 1 ' 2 f ™ftjX)dudv. 

JU X {F)\U(F) JU X {F) 

D'apres 2.1(5), on peut fixer un sous-ensemble compact V de G(F) tel que 9 f XU) = 
pour g G G(F), g £ G X (F)T. On a done aussi 9 f x ^ = pour un tel g. On verifie que 
l'application 

U X (F)\U(F) - G X (F)\G(F) 

est d'image fermee et est un homeomorphisme de sa source sur son image. II en resulte 
que les integrates en v G U X (F)\U(F) dans les egalites (2) et (3) sont a support compact. 
Les expressions que l'on integre etant localement constantes, il suffit de fixer v G U (F) et 
de prouver les assertions pour les expressions en question. Grace a (1), celles-ci s'ecrivent 

D G *(X) 1/2 D M *(X)- 1/2 [ v f x ^{u~ l Xu)du, 

JU X (F) 

D G x ( X y/2 D M x ( X yl/2 f vfl^ u ^Xu)du. 

JU X (F) 

Par un calcul familier, elles sont egales a 

/ v f x jX + N)dNet [ v f x jX + N)dN. 

J u x (F) Ju x {F) 

Les assertions sont maintenant faciles a prouver. 

De meme, pour demontrer les assertions relatives a la fonction J^J.,/), on peut 
fixer 7 G V et prouver les memes assertions pour la fonction 

X _> D G *{Xyi 2 [ 9 yijX)v M ( gi )dg, 

JG x ,x(F)\G x (F) 

ou encore 

X „ D G ^Xf' 2 [ yljg-'Xg^Mig^dg. 

JG x>x {F)\G x {F) 

II suffit alors de reprendre la preuve du lemme 2.3. □ 
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5.5 Localisation pour une fonction tres cuspidale 

Les groupes M, P et K sont comme dans le paragraphe precedent. 

Lemme. Soit f G C%°(G(F)) une fonction tres cuspidale. 

(i) Si P 7^ G, les fonctions <p[P, f] et <p^[P, f] sont nulles. 

(ii) La fonction J Mxui (-, f) De depend pas du choix de K. Elle s'annule aux points 
X G m x (F) fl g x ,reg(F) tels que A GxX 7^ A M . En particulier, elle est partout nulle si 
A Mx 7^ A M . Pour tous y G G(F) et X G xn x (F) fl Q x ,reg(F), on a l'egalite 

Jl, x jxj) = jl x jx,yf). 



Preuve. Soit X G m x (F) C\g Xtreg (F). Par definition, (p[P, f](X) = si X £ to. Suppo- 
sons lew. Alors 

<p[P, f](X) = D G '(X)^ 2 D M '(X)-^ 2 [ fiu^xexpiX^du. 

Ju(F) 

On a xexp(X) G M(F) fl G reg (F). Si P 7^ G, cette integrate est nulle puisque / est tres 
cuspidale. Done tp[P, f] = 0. Puisque ^[P, /] = (</?[P, on a aussi y? tt [P, /] = 0. 

On demontre (ii) en reprenant la preuve du lemme 5.2. On y avait utilise l'hypothese 
de forte cuspidalite de / pour annuler certaines integrates. Maintenant, les integrates 
similaires s'annulent d'apres la nullite des fonctions ip "[Q, /] pour tout Q G J-'(M), Q 7^ 
G. Cela conduit aux memes resultats. □ 



5.6 Les distributions locales associees a une fonction tres cus- 
pidale 

Soit / G C£°(G(F)) une fonction tres cuspidale. On definit une fonction 9f !X ,u> sur 

dx,reg(F) par 

. . _ j 0, si X G" w, 

Soit X G Sx,re 9 (P)- Notons M(X) le commutant de A Gx X dans G. On pose 

= (- 1 ) aMW " a ^(^)" 1 ^W" 1/2 4(x ) ,^(^/) ) 

le dernier terme etant calcule a l'aide d'un sous-groupe compact special de G(F) en 
bonne position relativement a M(X). Cette definition est loisible d'apres le (ii) du lemme 
precedent. 

Lemme. Les fonctions 0f ;X;OJ et 0f XU) sont invariantes par conjugaison par G X (F), a 
support compact modulo conjugaison, localement integrables sur g x (F) et localement 
constantes sur Q x;reg (F). 

Preuve. Pour la fonction 0f, x ,w, les assertions resultent du lemme 5.3. Pour la fonction 
^/xw enes se P r °uvent comme dans ce lemme, en utilisant les lemmes 5.4(iii) et 5.5(ii). 
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5.7 Descente des integrates orbitales ponderees 

On fixe un Levi minimal R m in de G x et un sous-groupe compact special K x de G X (F) 
en bonne position relativement a R m in- Rappelons l'application R i— > R de 3.2. On fixe 
un sous-groupe compact special K de G(F) en bonne position relativement a R m j„. 

Lemme. Soit f G C%°(G(F)) une fonction tres cuspidale. Pour tout S G C(R m i n ), 
il existe une fonction f s G C£°(s(F)), a support dans uj fl s(F), telle que, pour tout 
R G C(Rmi n ), on ait les egalites 

(i) J R (xexp(X), f) = D G ( X y/ 2 EseC(R) J r(X, f) pour tout X G t(F)nQ x , reg (F)mu ; 

(H) A, X JXJ) = Esec(R) Jr(XJ S '*) Pour tout X G t(F) n Q x , re9 (F), ou = 
iff- 



Preuve. Soient R G C(R min ) et X G t(F) fl Q x , r eg{F) fl u. On a les egalites 
J R (xexp(X), f) = D G (xexp(X)) 1 / 2 [ ° f x jX)v R (g)dg, 

JG x ,x(F)\G(F) 

(1) Jn(xexp(X)) = D G {xf' 2 D G ^{Xf/ 2 [ 9 f x jX)v R (g)dg. 

JG x ,x(F)\G(F) 

Fixons un sous-groupe ouvert compact K' de K tel que / soit invariante par conjugaison 
par K' . Soit A un ensemble de representants de G X (F)\G(F)/K'. On a l'egalite 

/ 9 f x jx>n(g)dg = m ( s ) [ 95 f x J x )Mg$)dg, 

JG x ,x(F)\G(F) 5eA JG x ,x(F)\G x (F) 

oil m(S) = mes(K')mes(G x (F) fl dK'd^ 1 )^ 1 . D'apres 3.1(5), on peut fixer un sous- 
ensemble fini A C A tel que g5 f XUJ = pour tout g G G X (F) et tout 5 G A tel que 
5 G" A . Le lemme 3.3 conduit a l'egalite suivante 

(2) Mxexp{X\f) = D G {xf/ 2 E E rn(5)c^(X), 

seC(R) SeA Qev(s) 

oil 

c Q,s (x) = D G x(x y/2 I 5 f x ^g- l Xg)vf{g)u Q {H Q {g5) - H Qx (g))dg. 

JG x , x {F)\G x {F) 

Un calcul familier remplace cette expression par 

c Q > 5 {X) = D s {X) l l 2 f [ [ kS f xw {l- l Xl+N)v s R {l)u Q {H Q {k5))dNdkdl, 

JG(x,X)(F)\S(F) JK x Ju x (F) 

oil U x est le radical unipotent de Q x . Definissons une fonction f Q ' 5 sur s(F) par 

f Q,5 {Y) = f f M/ (y + N)uQ{ H Q (k5))dN dk. 
Jk x Ju x (f) 

Cette fonction appartient a C%°(s(F)) et on a l'egalite 

c Q '\X) = J|(X, / Q ' 5 ). 
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En posant 

8eA Q QeV(S) 

l'egalite (2) devient celle du (i) de l'enonce. 

Pour tout X G x(F) n Q x ,re 9 (F), le terme J^JXJ) s'exprime par une formule 
analogue a (1) : il suffit de supprimer le facteur D G (x) l l 2 et de remplacer les fonctions 
9 fx,u> P ar g fx,oj- On peut refaire le calcul ci-dessus. Les fonctions f®' s sont remplacees par 
les fonctions 

Y~ f [ k5 fijY + N)u Q (H Q (k5))dndk. 
Jk x Ju x (f) 

On verifie aisement que ce sont les images f®' 6 ^ de f®' 5 par transformation de Fourier 
partielle. Le (ii) de l'enonce s'ensuit. □ 



5.8 Transformees de Fourier des distributions locales 

Proposition. Soit f G C%°(G(F)) une fonction tres cuspidale. Alors la fonction 9^ x w est 
la transformee de Fourier partielle de 0f >x>(JJ , c'est-a-dire que, pour toute ip G C%°(q x (F)), 
on a Vegalite 

[ e[ x jxMx)dx= [ e f ^(x)^(x)dx. 

Preuve. Soit ip G C^°(g x (F)). Notons 9^(<p) le membre de gauche de l'egalite de 
l'enonce et (<£>") celui de droite. D'apres la formule de Weyl, on a 

ReC(R min ) TeT M (R) 

Soient R G C(R min ), T G %u(R) et X G t(F) n Q x ,reg(F). Supposons d'abord lew. 
Alors 

Ofw{X) = (-l) aM( ^ (x)) " aG ^(T)- 1 D G (a;e^(X))- 1 /VM(, e , P (x))(a:e^(X), /). 

On a D G (xexp(X)) = D G (x)D G *(X). On a aussi M{xexp{X)) = R. Enfin J R {xexp{X), f) 
est calcule par le lemme 5.7 et on obtient : 

e J ^{x) = {-ir^ v[Tr i D G x{x) -i,2 j s r (xj s ). 

seC(R) 

Cette formule reste vraie pour X (jL uo car ses deux membres sont nuls : par definition 
de Qf,x,ui pour celui de gauche; parce que les fonctions f s sont a support dans s(F) fl uj 
pour celui de droite. D'ou l'egalite 

%>*) = J2 \W s \\W G *\-\-l) as - aG 6 s (p\f s ), 
seC(R) 

oh 

(1) 9 s (<p i ,f s )= \W R \\W Gx \-\-l) aR - as 
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\W{R,T)\-'v{T)-' ! J Gx (X,^)J S R (X,f)dX. 

TeT ell (R) 

Soient S G C(R min ), a et (5 deux elements de C c °°(s(F)). Pour R G C s (R min ), T G T ell (R) 
et X G t(F) n g x ,reg(F), posons 

(2) j s R (X, a, (3)= Yl d R"^ S 2)4S'(X, a s , xQ ,,)J S R xS *(X, [3 s , xQ ,,). 

S'{,S'^C S "(R") 

Les sous-groupes paraboliques Q" et Q 2 sont determines par un parametre auxiliaire 
C G A R „. On pose 

j s (a,p)= Yl \w R \\w s \-\-ir*-° Yl m^n^T)- 1 [ j s R (x, a ,p)dx. 

^,777, ^ rr.^T,^ Jt(F) 



) Ter M (R) 



Revenons a la formule (2) et supposons que a verifie l'hypothese (H) de 2.5. On peut 
alors remplacer a 5 , X Q» par a S 'xs'^ Soit S" G £ 5 "(M"). Pour tout 7 G C™(s'(F) xs"(F)), 
on a la formule de descente 

J S'xR"( X n) = Jr XSi (X^Q'xS'') 

ou <5' est un element quelconque de V s ' (it!'). Appliquee a 7 = 0:5/ x s», cette formule 
devient 

J S'xK'( X > a S'xS?) = J R '(^flfl'xs;')- 

Alors 

j&x, «,/?) = £ 4' x5 "(x,^ x5 ,) J] 4:(^,^)4' x ^'(x,^ xQ ,). 

S('er s "(.R") s%eC s "(R") 

Fixons 5i' G C S "(R"). L'application S 2 i-> S 2 ' est une bijection de l'ensemble des 
S 2 G C S (R) tels que d s R (R' x S(', 5 2 ) ^ sur l'ensemble des S% G C S "(R") tels que 
^r"(^i ) ^2) 7^ 0- La bijection reciproque est S^' 1— > S" x S^'. Fixons un parametre auxi- 
liaire £ G A R dont la seconde composante soit Pour S2 et S^' se correspondant par 
la bijection ci-dessus, on a x S'{, S 2 ) = d s R „(S'l, S'i) et le parabolique Q 2 associe a 

it!' x , S 2 et £ n'est autre que S' x Q 2 . Cela conduit a l'egalite 

j&X,a,/?) = JR XS "(X,a R , xS ,,) d s R (R'xS>;,S 2 )J s R 2 (X,[3 Q2 ), 

S'^eC s "(R") S 2 £C S (R) 

ou encore, d'apres 2.2(3), 

(3) fi(X,a,0)= £ 4' X5 "(^^ x5 »)4x5»(^, / 9). 

S('6£ s "(ii") 

Supposons que la fonction y2 verifie l'hypothese (H). Une generalisation immediate de ce 
que l'on a dit en 2.5 montre que verifie aussi cette hypothese et que (y>s)" = (<p^)s- 
On peut noter sans ambigiiite <p s cette fonction. Elle verifie aussi (H) et j R (X, (p s , f s ) 
se calcule par la formule (3). Remarquons que le terme de cette formule indexe par 
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S'{ = R" est J|(X,^)J|(X,/ 5 ), egal a J Gx (X, cp^J^X, f s ), qui est precisement le 
terme intervenant dans (1). On en deduit 

j s (^ s j s )-e s ^j s )= e \w R \\w s \-\-ir^ e i^w^r 1 

) TeT ell (R) 

Z/ ( T )~ 1 / E Jn XS "(X,^ RfxS ,,)J S R/xS ^X,f)dX. 

t(F) S'{eC s " (R"),S'{^R" 

Posons 

jV) = E i^ 5 ii^ G i" 1 (-i) afl " ao /(A/ 5 )- 

Alors 

j(^) - = E i^ 5 n^r 1 (-i) as - aG (/(^, f) - *v, f)), 
jV)-%")= E i^ii^r^-i) " -00 E iww^rM^r 1 

) TeT M {R) 

l E ^'P^xsj') E 4x5»(^/ 5 )^- 

S'{eCG" {R"),S'{±R" SeCG x (R'xS'^) 

D'apres le lemme 5.7, la derniere somme dans l'expression ci-dessus est 

D G (xr^ 2 J Sl (xexp(X)J), 

ou on a pose Si = Rl x 5". Or xexp(X) GRCSi puisque R" C 5". D'apres le lemme 
5.2(iii), l'expression ci-dessus est nulle. D'ou l'egalite 

Definissons j^((p) en remplagant j s ((p*g, f s ) par j s (ips, f s '^) dans la formule (4). Le meme 
calcul conduit a l'egalite 

&(<p)=j*(<p). 

II suffit en effet de remplacer l'usage du lemme 5.2(iii) par celui du lemme 5.5(ii). 

L'egalite (<£>") = 0^(ip) que l'on veut prouver equivaut done a j(<p^) = .7 "(<£>)■ H 
suffit de fixer S G C(R m i n ) et de prouver l'egalite j 5 ^^, i" 5 ) — j S ( ( Ps, f S '^)- On va 
plus generalement prouver l'egalite j (or, (3) = j L (a,/3^) pour toutes a, (3 G C™(s(F)). 
Par linearite, on peut supposer a = a' <g> a", (3 — (3' <S> 13", ou a', [3' G C%°(s'(F)), 
a",/?" G C~(s"(F)). Considerons l'expression (2). On a 

j|(X, ««, (3) = J S '(X', a')J s R ,(X', (3') E d R"^ S '^4i(X" , a'^)J S R i(X", flj,,), 

s'{,s^ac s "(R") 

puis 

f R (X,a\(3) = JsiX',a')J s RI (X',f3')J s R :(X",a",(3"), 
avec la notation de 2.4. On en deduit aisement 

3 S (at,[3) = k s '(a',f3')J s "(a",n 
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ou 

k s '{a',p')= |w^'n^ 5 'r 1 (-i) aii '~ as ' Yl i to r 1 

v{T')- 1 I Js>(X',a')J s R ,(X',P')dX'. 

Jt'(F) 

De meme 

J s (a, f 3t) = k s '(a',f3')J s "(a"J"). 

On deduit alors l'egalite cherchee j s (a$,/3) = j s (os, /?") du theoreme 2.4. 

Cela prouve l'egalite de l'enonce pour les fonctions ip verifiant l'hypothese (H). 
Puisque les deux distributions y? i— > et y? i— > sont invariantes par conju- 

gaison par G X (F), le lemme 2.5(ii) generalise leur egalite a toute fonction if a support 
dans Q x ,reg{F). Pour obtenir l'egalite pour toute tp, il suffit de prouver que les deux dis- 
tributions sont localement integrables. C'est vrai pour la premiere d'apres le lemme 5.6. 
Considerons la seconde. Fixons deux G-domaines V C Q f (F) et T" C Q r '(F), compacts 
modulo conjugaison. D'apres la conjecture de Howe (cf. 2.6(2) ), on peut fixer une famille 
flnie {X") i= i y ..^ n d'elements de u" C\g" eg (F) et une famille finie (Pi)i=i,..., n d'elements de 
C~(r'0 de sorte que, pour tout X" G u" n 0" eff (T) et toute f3 G C c °°(r")', on ait l'egalite 

J G (X"J)= J2 JG»(XlP)J<3„{X\k). 
i=l,...,n 

Soient a G C™(T') et (3 G C^(T"). Posons 

7 = a®(/3- £ J G »(Xf,/3)A). 

i=l,...,n 

Alors Jq x (X, 7") = pour tout X G w H 0x,re S (T). Puisque 0/ jXj u; est a support dans cu, 
il en resulte que 0(7*) = 0. Done 

0(a®0) = ]T J G „(X?,P)0(a®Pi). 

i=l,...,n 

La fonction 0/ )X)W est localement integrable. II en resulte que la distribution a 1-* 6(0.® fa) 
l'est aussi. D'apres [HCvD] theoremes 13 et 15, la distribution (3 1— > Jqh(X" , (3) est aussi 
localement integrable. Done la distribution ct <g> /3 1— > #(a <g> (3) est integrable sur r" x T". 
Cela acheve la demonstration. □ 

5.9 Le quasi-caractere associe a une fonction tres cuspidale 

Corollaire. Soit f G C%°(G(F)). Supposons f tres cuspidale. Alors la fonction Of est 
un quasi-caractere. 

Preuve. Soit x G G SS (F). On applique la proposition precedente au cas G' = {1}, 
G" = G x . On obtient que la transformee de Fourier de 0f >x ,u> est la fonction dj xw , 
que Ton peut d'ailleurs plutot noter 0f iXtUl . Le support de cette fonction est compact 
modulo conjugaison. D'apres le theoreme 4.2, 0f ;X;OJ est done un quasi-caractere sur g x (F). 
Alors Of coincide au voisinage de x avec un quasi-caractere. Cela etant vrai pour tout 
x G G SS (F), la conclusion s'ensuit. □ 
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6 Fonctions tres cuspidales sur les algebres de Lie 



6.1 Premieres proprietes 

La definition des fonctions tres cuspidales s'adapte aux fonctions sur l'algebre de Lie 
q{F). Soit / G C£°(q(F)). On dit qu'elle est tres cuspidale si et seulement si, pour tout 
sous-groupe parabolique propre P = MU de G et tout X G m(F), on a l'egalite 

(1) I f(X + N)dN = 0. 

Ju(F) 

Ou encore si et seulement si, pour tout sous-groupe parabolique propre P = MU de G 
et tout X G m(F) fl g reg (F), on a l'egalite 

/ f{u- l Xu)du = 0. 

Les proprietes enoncees en 5.1 et 5.2 restent vraies. II y a une propriete supplementaire : 
si / est tres cuspidale, / Test aussi. En effet, notons fu(X) l'integrale (1). On verifie que 
(f)u — (fuT ^ l'assertion s'ensuit. 

Soit / G C™(q(F)), supposons / tres cuspidale. On definit une fonction Of sur g reg (F) 

par 

8 f (X) = (-ir^- aG u(G x )- 1 D G (X)- 1 / 2 J M(x) (X, /), 

oil M(X) est le commutant de A Gx dans G. Elle a des proprietes similaires a celles 
enoncees au lemme 5.3. 

Lemme. Soit f G C%°(g(F)) une fonction tres cuspidale. 

(i) La fonction j est la transformee de Fourier de Of. 

(ii) La fonction Of est un quasi-caractere. 

Preuve. La demonstration de la proposition 5.8 se simplifie grandement. En effet, 
fixons un Levi minimal M de G et un sous-groupe compact special K de G(F) en bonne 
position relativement a M . Pour toute ip G C£°(g(F)), on a simplement 

(2) J(0,f)= [ (p{X)0f{X)dX. 

L'assertion (i) s'ensuit en appliquant le theoreme 2.4. Pour prouver (2), soient M G 
C(M ), T G %u(M) et X G t(F) H Q reg (F). Parce que f Q = pour tout sous-groupe 
parabolique propre Q de G, on a 

J M (X,0,f) = J G (X,<p)J M (X,f). 

Mais alors J(y3, /) coincide avec le membre de droite de (2) exprime a l'aide de la formule 
de Weyl. 

L'assertion (ii) resulte de (i) et du theoreme 4.2. □ 
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6.2 Relevement au groupe 



Lemme. Soient x G G SS (F), u un bon voisinage de dans Q X (F) et <p G C™(q x (F)). 
On suppose (p tres cuspidale et a support dans uo. On suppose que 9^ est invariant par 
Zq(x)(F) et quex est elliptique, c'est-a-dire que Aq x = Ac- Alorsil existe f G C£°(G(F)) 
telle que f soit tres cuspidale et Of,x,u> — @<p- 



Preuve. Fixons un Levi minimal R m in de G X (F) et un sous-groupe compact special K 
de G(F) en bonne position relativement a R m j„. Fixons un sous-groupe ouvert compact 
K' de K tel que f soit invariante par conjugaison par K' n Z G (x)(F). Posons E = 
{k~ 1 xexp(X)k; k G K' , X G uo}. C'est un sous-ensemble ouvert et ferme de G{F). Comme 
en 3.1, on peut definir une fonction / sur G(F) par 



f(9) 



0, si g E, 

<p(X), si g = k~ 1 xexp(X)k, avec k G K' , X G uo. 



Montrons que / est tres cuspidale. Soient P = MU un sous-groupe parabolique propre 
de G et m G M(F) n G reg (F). Posons 



f(U,m)= / f(u l mu)du. 
Ju(F) 



'U(F) 

On veut prouver que f(U,m) = 0. C'est evident si {u~ 1 mu;u G U(F)} n E = 0. Sup- 
posons cette intersection non vide. On peut fixer v G U(F), k G K' et X G uo tels que 
i> _1 ?m> = k~ 1 xexp(X)k. Posons g = vk -1 , P' = g~ 1 Pg, M' = g _1 Mg, U' = g~ l Ug et 
ml = g~ x mg. Grace au changement de variable u i— > uv et a l'invariance de / par K', on 
a l'egalite 

f(u, m) =[ /(to-VW)^ 

./[/(F) 

puis 

f(U,m)= I f(g- l u- 1 mug)du= [ /(tf-Wu'jd^/ft/'.m'). 

./(7(F) ./[/'(F) 

Cela nous ramene a la meme question pour le sous-groupe parabolique P' et l'element 
m! de M'(P). Mais m' = xexp(X). En oubliant les donnees P' et m', on peut done 
supposer que m = xexp(X), avec X G uj. Dans ce cas, on a Am C G m C G x , done 
x G M(F). De plus, puisque P est propre, on a Ac C Am- Puisque x est elliptique, on 
a aussi C A M C done P s = M X U X est un sous-groupe parabolique propre de 

G^. Ecrivons 

f(U,m)= / / f(v~ l u~ l muv)dudv. 

JU X (F)\U{F) JU X {F) 

On peut fixer v & U (P) et prouver que 

/ f(v~ 1 u~ 1 muv)du = 0. 
Ju x (F) 

De nouveau, c'est evident si {i> ~ 1 u~ 1 muv ; u G C/ X (P)} fl E = 0. Supposons cette in- 
tersection non vide. Alors il existe w G U X (F) et k E K' tels que v^w^mwv G 
k~ l xexp{u)k. Puisque m G xexp(u>), la condition 3.1(4) entraine que wvk^ 1 G Zc(x)(F). 
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Done v G Z G (x)(F)k. Ecrivons v = gk, avec g G Z G (x)(F). Pour u G U X (F), on a 
v~ x u~ x muv = k~ 1 xexp(g~ 1 u~ 1 Xug)k. Done 

~~ x u~ x muv ) = ^(g^u^Xug) = 9 Lp{u~ l Xu), 

avec une definition evidente de L'integrale a calculer est egale a 

9 ^{u- l Xu)du. 

U X {F) 

Elle est nulle parce que 9 tp est tres cuspidale et P x est propre. 
Posons 

c = [G :c (F)\Z G (a;)(F)ir7ir / ]m es (^ :, ) me s(G' ;c (i 71 ) n K'y 1 . 

On va prouver que 9f, x ,u> — C 9 V - En explicitant les definitions, on voit qu'il s'agit de 
prouver l'assertion suivante. Soit X £ oj C\ Q x ,reg{F). Notons R le commutant de Aq x x 
dans G x . Alors on a l'egalite 

(1) J K (xexp(X), f) = cD G (xy/ 2 J R (X, tp). 

On peut supposer que R contient R m in- Reprenons la preuve du lemme 5.7, ou on prend 
pour K' le groupe introduit ci-dessus. Par un raisonnement fait plusieurs fois, 9 f x w = 
si g G G(F) et g ^ Zg(x)(F)K' . On peut prendre pour ensemble Ao un ensemble 
de representants de G x (F)\Zc(x)(F)K f / K' , inclus dans Zq(x)(F). Pour <5 G A , on a 
5 /o;,a; = V- L'hypothese que (y9 est tres cuspidale entraine que pour S G C(R min ), S ^ G x , 
la fonction f s est nulle. Pour S = G x , on a S = G parce que x est elliptique. Alors 

f* = mes{K')mes{G x {F) n K'y 1 ^ V- 

5eA 

D'apres 1'hypothese d'invariance de 9^ par Z G (x)(F), on a 

J R (X, s <p) = J R {X,<p), 
pour tout 5 G A , et l'egalite (1) resulte du (i) du lemme 5.7. □ 



6.3 Support des distributions associees aux fonctions tres cus- 
pidales 

Lemme. (i) Soient 9 un quasi-caractere de 0(F)) et oo un G-domaine dans g(F) compact 
modulo conjugaison. On suppose la transformee de Fourier de 9 a support compact 
modulo conjugaison. Alors il existe une famille finie (ATi)j=i,..., n d'elements de Q reg (F) et 
une famille finie {ci)i=i,..., n de nombres complexes telles que, pour tout Y G ou H Q reg (F), 
on ait l'egalite 

9{y)= J2 cjpQ,n 

i=l,...,n 

(ii) Soient X G Q reg (F) et u un G-domaine dans g(F) compact modulo conjugaison. 
Alors il existe une fonction tres cuspidale f G C£°(g(F)) telle que, pour tout Y G 
^ H Qreg{.F), on ait l'egalite 

9 f (Y)=j(X,Y). 
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(in) Soient uj un G-domaine dans g(F) compact modulo conjugaison et O G Nil(g). 
II existe une fonction f G C£°(g(F), tres cuspidale, telle que, pour tout Y G uj r\g reg (F), 
on ait l'egalite 

9 f (Y)=j(0,Y). 

(iv) Pour tout Y G g reg (F), il existe une fonction tres cuspidale f G C£°(g(F)) telle 
que 9 f (Y) ^ 0. 

Preuve. Soit 9 comme en (i). Soit Q un G-domaine de g{F), compact modulo conju- 
gaison et contenant le support de 6. Pour ip G C^°(uj), on a, avec les notations de 2.6(2) 

%>) = M*i,<pWi)- 

i=l,...,n 

Autrement dit 

/ 6(YMY)dY= [ 9(f i )j(X i ,YMY)dY 

J S(F) J 9(F) l=1 _ n 

L'assertion (i) s'ensuit. 

Fixons un Levi minimal M min de G. Soit /' G C%°(g(F)), supposons /' tres cuspidale. 
Pour toute (p G g(F), on a l'egalite : 

/ 9 fl (Y)(f(Y)dY = [ 9 f (X)(p(X)dX 
(1) \W M \\W G \~ l \W{M,T)\~ l I 6 f ,(X)J G (X,ip)D G (X) 1 / 2 dX. 

MeC(M min ) TeT M (M) J ^ F ) 

Soient X et w comme en (ii). On ne perd rien a supposer qu'il existe M G C(M min ) et 
T G T e ii(M) de sorte que X G t(F). La formule 2.6(3) montre qu'il existe un voisinage 
oo' x de X dans g(F) tel que, pour tout Y G uj fl g re g(F), la fonction X' i— > j(X', F) soit 
constante dans u' x . Supposons 

(2) il existe /' G C™(g(F)), tres cuspidale, telle que 9 f ,(X) ^ 0. 

Fixons une telle fonction. On peut trouver un voisinage de X dans t(F) tel que 

- ojx est ouvert et compact ; 

- la fonction X' i— > ^j/(X')D G (X / ) 1 / 2 soit constante dans ; 

- pour u> G NorrriM(F)(T) tel que w G" T(F), w _1 ujxw fl c^x = 0- 

Remplagons /' par son produit avec la fonction caracteristique du G-domaine u/f. La 
formule (1) devient 

/ 6 f ,(YMY)dY = 6 f ,(X)D G (Xf 2 [ J G (X',0)dX' 

= d f ,{X)D G {X) l l 2 [ I j(X',Y)tp(Y)dYdX'. 
La double integrate est bien sur absolument convergente. On en deduit l'egalite 
(3) e i ,(Y) = 6 f ,(X)D G {Xyi 2 [ j(X',Y)dX' 

Juj x 
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pour tout Y G Qreg(F). Imposons de plus la condition uj x C u)' x . Alors l'egalite (3) 
devient 

e f ,(Y) = 9 f ,(X)D G (X) 1 / 2 mes(uj x )j(X,Y) 
pour tout Y G uj fl Qreg(F). En posant 

/ = 9 r (X)- 1 D G (X)- 1 / 2 mes(u; x )- 1 f', 

on obtient (ii), sous l'hypothese (2). 

Soit Y G Qreg(F). Appliquons 2.6(4) : on peut fixer un G-domaine fl de g(F) tel que 

(4) j(X,Y)= r (X)j(0,Y) 

OeNil{g) 

pour tout X G fl fl re9 (-^ 1 )- On peut evidemment supposer Af2 C f2 pour tout A G F x 
tel que \X\p < 1. Soit X G f2fl0 re9 (F) tel que A soit elliptique. Alors l'hypothese (2) est 
verifiee car toute fonction a support regulier elliptique est tres cuspidale. On peut done 
trouver une fonction f x tres cuspidale telle que Of x (Y) = j(X, Y). Soit A G F x2 tel que 
|A|f < 1- Remplagons X par AX. En utilisant (4) et les formules de 2.6, on a 

e hx {Y)= \MF (G) ~ dimm/2 ro(x)j(o,Y). 

OeNil(g) 

En prenant une combinaison lineaire convenable des fonctions f\x, on peut separer les 
orbites selon leurs dimensions. On peut en particulier isoler l'orbite {0} et trouver une 
fonction / tres cuspidale telle que 

6 f (Y) = T {0} (X)j({0},Y). 

La fonction j({0}, .) est constante de valeur 1. D'apres Harish-Chandra ([HCDS] lemme 
9.6), le germe de Shalika r^} ne s'annule pas sur l'ensemble des points elliptiques 
reguliers. Done 9f(Y) ^ 0, ce qui demontre (iv). 

On peut maintenant achever la demonstration de (ii) : d'apres (iv), l'hypothese (2) 
est verifiee pour tout point X G Q re g(F). 

Soit uj un G-domaine de g(F) compact modulo conjugaison. Choisissons Q tel que 
(4) soit verifiee pour tous X G f2 fl Q re g(F), Y G uj fl g reg (F). Grace a (ii), pour tout 
X G Q fl Q re g(F), on peut trouver une fonction fx tres cuspidale telle que 0f x (Y) = 
j(X, Y) pour tout Y G uj fl g reg (F). On sait que les germes de Shalika sont lineairement 
independants ([HCDS] lemme 9.5). Etant homogenes, leurs restrictions a Q le sont aussi. 
En utilisant (4), on voit que, pour O G Nil(g), une combinaison lineaire convenable / 
de fonctions f x va verifier 9f(Y) = j(0, Y) pour tout Y G uj ng reg (F). Cela prouve (iii). 
□ 



6.4 Quasi-caracteres a support compact modulo conjugaison 

Proposition. Soit 9 un quasi-caractere de g(F) a support compact modulo conjugaison. 
Alors il existe une fonction f G C£°(g(F)) tres cuspidale telle que 9 — 9f. 
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Preuve. On demontre la proposition par recurrence sur dim(G). On suppose qu'elle est 
vraie pour tout groupe de dimension strictement inferieure a dim(G). Soit A G g ss (F). 
On va prouver 

(1) il existe un G-domaine u dans q(F) et une fonction tres cuspidale / G C%°(g(F)) 
tels que lewet 0(Y) = f (Y) pour tout Y G u. 

Autrement dit, il existe une fonction tres cuspidale / G C£°(q(F)) telle que Of ait le 
meme developpement que au voisinage de A. Si A = 0, cela resulte du lemme 6.3(iii). 
Si X est central, cela resulte du cas X = par translation. Supposons X non central, 
done dim(Gx) < dim{G). Supposons d'abord X elliptique. La notions de bon voisinage 
s'adapte au cas de l'algebre de Lie. Soit ux un bon voisinage de dans Qx(F). Soit Ox la 
fonction sur Qx(F) qui est nulle hors de X + Ux et qui coincide avec sur X + lv X - Alors 
Ox est un quasi-caractere de Qx(F) a support compact modulo conjugaison. Appliquant 
l'hypothese de recurrence, on peut fixer une fonction tres cuspidale fx G C%°(Qx(F)) telle 
que 0f x = Ox- On peut reprendre la demonstration du lemme 6.2 et montrer qu'il existe 
une fonction tres cuspidale / G C%°(g(F)) telle que Of coincide avec 0f x dans X + ux 
(remarquons que la condition d'invariance par Zq{x)(F) imposee en 6.2 disparait car 
le commutant d'un element semi-simple d'une algebre de Lie est toujours connexe). En 
posant uj = (X + ujx) g , f et u satisfont (1). Supposons maintenant X non elliptique. 
Notons M le commutant de Aq x dans G. On a X G m(F) et Gx C M. Soit uox un bon 
voisinage de dans Qx(F). Posons 

uj m =(X + uj x ) M , uj g =(X + coxf. 

Les ensembles % et log H m(F) sont des M-domaines dans tn(F), compacts modulo 
conjugaison. Notons 0m la fonction sur m(F) qui est nulle hors de ojm et coincide avec 
sur cjm- C'est un quasi-caractere de m(F), a support compact modulo conjugaison. En 
appliquant l'hypothese de recurrence et le (i) du lemme 6.3, on peut fixer des families 
finies (Aj)j =1 _ n d'elements de m reg (F) et (cj)j = i v .. in de nombres complexes de sorte que 

i=l,...,n 

pour tout Y G ujg H ^reg{F). La preuve du (i) du lemme 6.3 montre que l'on peut aussi 
bien remplacer chaque Aj par tout element suffisamment proche. On peut done supposer 
Xi G Qreg(F). La fonction 

Y^d g (Y)^ 2 D m (Y)-^ 2 
est constante sur A + tox- Notons c sa valeur. Montrons que 

(2) 0{Y)= ccd°(X i: Y) 

i=l,...,n 

pour tout Y G (X + ljx) ng re9 (F). D'apres 2.6(5), le membre de droite ci-dessus est egal 

E E cc t j M (X t ,Y')D G (Y)-^D M (Yr /2 , 

Y'eyi=l,...,n 

ou y est un ensemble de representants des classes de conjugaison par M(F) dans l'en- 
semble des elements de va(F) conjugues a Y par un element de G(F). Cet ensemble y 
est contenu dans ujq H tn(F). La somme ci-dessus vaut done 

cO M {Y')D G {Y)-^ 2 D M {Y r f 2 . 

Y'ey 
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On peut supposer Y E y et le terme indexe par Y est egal a 6{Y). Soit Y' E y,Y' ^ Y. 
Soit g E G(F) tel que gYg" 1 = Y' . Cet element n'appartient pas a M(F). Si Y' E uj m , 
il existe m E M(F) tel que mgY (mg)^ 1 E X + ujx- Alors mg E Gx(F) puisque ujx 
est un bon voisinage de dans Qx(F). Puisque Gx C M, on en deduit g E M(F), 
contradiction. Done Y' E~ u M et 9m(Y') = 0. Cela demontre (2). 

D'apres le lemme 6.3(ii), il existe une fonction tres cuspidale / E C%°(q(F)) telle 
que 9f(Y) coincide avec le membre de droite de (2) dans ooq- Alors 9f(Y) = 9(Y) pour 
Y E ljg, ce qui acheve la preuve de (1). 

La preuve de la proposition est maintenant elementaire. Pour tout X E Q SS {F), on 
fixe u et f verifiant (1) et on les note plutot u>x et fx- On fixe un sous-ensemble compact 
r C q{F) tel que Supp(9) C T G . On a 

T C 0(F) C |J ujx- 

xe Qss (F) 

On peut done choisir une famille finie (^Q)j=i,..., n d'elements de Q SS (F) telle que 

i=l, ...n 

Pour tout i, notons Aj le complementaire dans q{F) de Uj=i i-i^Xi, <Pi la fonction 
caracteristique de fl Aj et posons/j = fx^i- Alors /j est tres cuspidale et on a 

l'egalite^ = E,=i,..., n %-n 

7 Enonce du theoreme principal 

7.1 Groupes orthogonaux 

Soit V un espace vectoriel sur F de dimension finie d, muni d'une forme bilineaire 
symetrique et non degeneree q (on dira parfois que V est un espace quadratique,la forme 
q etant sous-entendue) . Pour v E V, on pose 

On appelle systeme hyperbolique dans V une famille (v i)i=±i,...,±n d'elements de F telle 
que q(vi,Vj) = Si-j pour tous ou est le symbole de Kronecker. On dit que q 
est hyperbolique si et seulement s'il existe un systeme hyperbolique dans V qui soit une 
base de V. On peut decomposer V (de facon non unique) en somme orthogonale de deux 
sous-espaces Vh yp et V an de sorte que la restriction de q a Vh yp soit hyperbolique et la 
restriction q an de q a V an soit anisotrope. La classe d'equivalence de q an est uniquement 
definie, on l'appelle le noyau anisotrope de q et on note d an (V) son rang, e'est-a-dire la 
dimension de V an . Evidemment, d an {V) = d mod 2. 

On introduit le groupe orthogonal 0(V) de (V, q) et son sous-groupe special orthogo- 
nal SO(V). Notons-les ici G + et G, ainsi qu'on le fera souvent dans la suite. Le groupe 
G + (F) agit sur V, on note cette action (g,v) h- > gv. Le groupe G est deploye sur F si 
d an iy) = ou 1, quasi-deploye et non deploye si d an {V) = 2 et non quasi-deploye si 
daniy) = 3 ou 4. On definit la forme bilineaire sur q(F) 

<X,Y>= -trace(XY), 
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la trace etant la forme lineaire usuelle sur End(V). C'est cette forme que Ton utilise pour 
normaliser les constructions de 1.2. 

Si W est un sous-espace non degenere de V, le groupe H = SO(W) se plonge natu- 
rellement dans G : un element de H agit par l'identite sur l'orthogonal de W. De meme, 
[) se plonge dans $j. 

Soient v ', v " G V. Defmissons <vy G End(V) par 

Cv',v"(v) = q(v,v')v" - q(v,v")v'. 

On verifie que <vy appartient a g(F) et que cette algebre est engendree en tant qu'espace 
vectoriel par de tels elements. 

On peut classifier les orbites unipotentes regulieres de q(F). II n'y en a pas si d an (V) > 
3. II y en a une seule si d an (V) = 1 ou si d < 2 et on la note O reg . Supposons d > 4 et 
d an (V) = ou 2. Introduisons le sous-ensemble J\f v suivant : 

- si d an (V) = 0, M v = F X /F x2 ] 

- si d an (V) = 2, Af v est le sous-ensemble des elements de F x /F x2 qui sont represented 
par q an . 

Soit v G M v , dont on fixe un relevement dans F x . On peut decomposer V en somme 
orthogonale V = D © W, ou D est une droite et la restriction de q a W a pour noyau 
anisotrope la forme x \— > vx 1 de dimension 1. Notons H = SO(W). II y a une unique 
orbite nilpotente reguliere dans i)(F). Soit iV un element de cette orbite, que l'on identifie 
a un element de q(F). On note O v la G(F)-orbite de N. Elle ne depend pas des choix 
et l'application v \— > O v est une bijection de Af v sur l'ensemble des orbites nilpotentes 
regulieres de g(F). 

Considerons une decomposition orthogonale V = Z@V an . Supposons la restriction de 
q a V an anisotrope et la restriction de q a Z hyperbolique. Fixons une base hyperbolique 
(vi)i=±i jmmm ± n de Z. Si Van ^ {0}, soit c G Z tel qu'il existe v G V an pour lequel valp(q(v)) = 
c. Si V an = {0}, soit c un element quelconque de Z. Notons _R an l'ensemble des v G Kn tels 
que valp(q{v)) > c. C'est un Oi?-reseau de V an . Notons Rz le Oi?-reseau de Z engendre par 
les elements Vi pour % = 1, n et par les w^V-j pour i = 1, n. Posons R = Rz © R an - 
Quand on fait varier la decomposition orthogonale, la base hyperbolique et l'entier c, le 
reseau R parcourt un certain ensemble de Oi?-reseaux de V. Par definition, c'est l'ensemble 
des reseaux speciaux. Pour un tel reseau R special, notons K le stabilisateur de R dans 
G(F). C'est un sous-groupe compact special de G(F). Inversement, si K est un sous- 
groupe compact special de G(F), il est le stabilisateur d'un reseau special R (qui n'est 
pas unique). 

Pour tout Oi?-reseau R de V, on definit une fonction vain sur V, a valeurs dans 
Z U {oo} par vclIr(v) = sup{i G Z; v G TUpR}. 

7.2 La situation 

On conserve les donnees et notations du paragraphe precedent. Soit r 6 N tel que 
2r + l < d. On suppose donnee une decomposition orthogonale V = W ®D®Z , ou D est 
une droite et Z un espace hyperbolique de dimension 2r. On note qw la restriction de q a 
W et dw = d — 2r — 1 la dimension de W. On pose V = W ®D. On note H, resp. Go, le 
groupe special orthogonal de W, resp. Vq, et H + le groupe orthogonal de W. On identifie 
H + a un sous-groupe de G : un element h G i/ + s'identifie a l'element de G qui agit par 
h sur W et par det(h) sur D © Z. On fixe une base v de -D et un systeme hyperbolique 
maximal (i'i)i=±i,...,± r de Z. On note Z + , resp. Z_, le sous-espace de Z engendre par les 
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Vi, i — 1, ...,r, resp. par les i>_j. On note A le sous-tore maximal de SO(Z) qui conserve 
chaque droite Fvi. Pour a G A(F) et i = 1, ...,r, on note a» G F x la valeur propre de a 
sur f i, c'est-a-dire que av i = diVi. On note P le sous-groupe parabolique de G forme des 
elements qui conservent le drapeau 



de V. On note U le radical unipotent de P et M sa composante de Levi qui contient A. 
On a M = AGq. Remarquons que Am = A, sauf dans le cas ou Vq est hyperbolique de 
dimension 2, auquel cas A M = M. Fixons une famille (£i)i=o,...,r-i d'elements de F x . On 
definit une fonction £ sur U (F) par 



On verifie que c'est un caractere de U(F) invariant par conjugaison par le sous-groupe 
H+(F) de M(F). 

On fixe un reseau special Ro de Vq. On peut choisir un reseau Rz de Z ayant une base 
formee de vecteurs proportionnels aux de sorte que le reseau R = i?o © Rz de V soit 
special. On note K , resp. K, le stabilisateur de Rq dans Gol-^ 1 ), resp. de R dans G(F). 
Ce sont des sous-groupes compacts speciaux de Gq(F), resp. G(F). Le groupe X est en 
bonne position relativement a M. On a IfnM(F) = (KnA(F))7r et KnA(F) est le plus 
grand sous-groupe compact de A(F). Pour tout entier iV G N, on definit une fonction k n 
sur G(F) de la fagon suivante. Elle est invariante a droite par K, a gauche par U(F). Sa 
restriction a M(F) est la fonction caracteristique de l'ensemble des ago, avec a G A(F), 
go G G (F), tels que |wa/i?(aj)| < N pour tout i = 1, et - ya/i? ((y , ( 7 1 'yo) > — L & 
fonction est invariante a gauche par le sous-groupe (K fl de M(F). 

L'image de son support dans U(F)H(F)\G(F) est compacte. Plus precisement 

(1) il existe c > tel que, pour tout entier iV > 1 et tout g G G(F) pour lequel 
K N (g) = 1, il existe g' G G(F) tel que c/ G U{F)H{F)g' et a(^) < cA^. 

On peut ecrire g = uag^k, avec u G U(F), a G ^(i 7 ), (?o € Gq(F) et k & K. Les 
bornes sur les valuations des coordonnees de a entrainent a (a) < cN, pour c convenable. 
Un raisonnement analogue a celui de la preuve du lemme III. 5 de [W2] montre qu'il existe 
d > tel que, pour tout iV > 1 et tout v G tUp N R tel que q(v) — u — q(v ), il existe 
y G G (F) tel que y _1 fo — v et a(y) < dN. Appliquons cela a v — g^VQ. Alors goV" 1 
appartient a H(F). On a g = ug^y^g' , avec g' = ayk et ce dernier element satisfait la 
majoration requise. 

7.3 Les ingredients de la formule integrate 

On definit une fonction A sur H SS (F) par 



ou W"(t) est le noyau de 1 — t agissant dans W. 

Notons T l'ensemble des sous-tores T de H, en general non maximaux, pour lesquels 
il existe une decomposition orthogonale W = W © W" de sorte que les conditions (1) a 
(4) ci-dessous soient verifiees. On note H' le groupe special orthogonal de W et on pose 
V" = W"®D®Z. 



Fv r C Fv r © Fw r _i C ... C Fv r © ... © Fvi 




i=0,...,r-l 



A(t) = \det((l -t)\ W /w»( t ))\ F , 
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(1) A T = {1}. 

(2) dim{W') est pair. 

(3) T est inclus dans H' et e'en est un sous-tore maximal. 

(4) Si d est pair, d an (W") = 1 ; si d est impair, d an (V") = 1. 

Evidemment, W 7 et VT" sont determines par T : VT" est l'intersection des noyaux de 
t — 1 agissant sur W, pour t G T. 
Pour T G T, on pose 

W(#,T) = Norm H(F) (T)/Z H{F) (T). 

On note 7], le sous-ensemble des t G T tels que les valeurs propres de Paction de t dans W 
soient toutes distinctes. C'est un ouvert de Zariski, non vide. Notons H' = G', resp. H", 
G", les groupes speciaux orthogonaux de W, resp. W", V" et H' + le groupe orthogonal 
de W. Pour t G t est un element semi-simple regulier dans if' et meme dans H' + en 
ce sens que son commutant dans H' + est reduit a T. Alors = TH", Z G (t) = TG". 

En particulier, les orbites nilpotentes de l)t(F), resp. Qt(F) son t les memes que celles de 
i)"(F), resp. q"(F). 

Soient 6, resp. r, un quasi-caractere de H(F), resp. G(F). Soit T G T, pour lequel 
on adopte les notations ci-dessus. Soit t G Tj^F). Supposons d pair. Alors dim(W") 
est impair et l'hypothese (4) dit que H" est deploye. Done t)"(F) possede une unique 
orbite nilpotente reguliere O reg . On pose c$(t) = c dj0reg (t). La dimension dim(V") est 
paire, necessairement non nulle. Si elle est egale a 2, q"(F) possede une unique orbite 
nilpotente reguliere O reg et on pose c T (t) = c Ti o re9 (t). Supposons dim{V") > 4. Notons 
qw",an le noyau anisotrope de la restriction de q a W" et qo la restriction de q a D. 
Notons aussi vq = q(vo). La forme qw",an est de rang 1. Par construction, la restriction 
de q a V" a meme noyau anisotrope que qw",an © Qd- Elle est done de rang ou 2 et 
G" est quasi-deploye. Puisque qw",an © Qd represente u Q , on a i/q G A/" y et 1 'orbite 
de q"(F) est definie. On pose c T (t) = c Tj o„ (t)- Supposons maintenant d impair. Alors 
dim{V") est impair et l'hypothese (4) dit que G" est deploye. De fagon analogue a ci- 
dessus, on pose c T (t) = c Ty o reg {t)- La dimension de W" est paire. Si elle est inferieure ou 
egale a 2, on pose encore cg(t) = ce } o r< , g {t). Supposons dim(W") > 4. Avec les memes 
notations que ci-dessus, la restriction de q a V" a encore meme noyau anisotrope que 
Qw",an © Qd- Si d an {W") etait egal a 4, le noyau anisotrope de qw",an © Qd serait de rang 
3, contrairement a (4). Done d an {W") = ou 2. On a — v G Af w : c'est evident si 
d a n(W") = ; si d an (W") = 2, cela resulte du fait que qw",an © Qd n'est pas anisotrope 
puisque d an (V") = 1. Done l'orbite CL^ de f)"(F) est definie. On pose cg(i) = cg ) o_ (t). 

Proposition, (i) Les fonctions eg et c T sont localement constantes sur T^(F). 
(ii) La fonction t i— > ce(t)c T (t)D H (t)A(t) r est localement integrahle sur T(F). 

La preuve est donnee dans les quatre paragraphes suivants. Le tore T G T est fixe 
pour ces paragraphes. 

7.4 Fonctions localement integrables sur un element de T 

Pour t G T(F), notons E"(t) le noyau de t — 1 dans W 7 et -E'(t) son orthogonal dans 
W. On note J'(t), resp. J"(t) le groupe special orthogonal de E'(t), resp. E"(t), J'(t) t 
la composante neutre du commutant de t dans J'(t) et it le centre de l'algebre de Lie 
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)'{t)t- Le groupe H' t preserve necessairement les espaces propres de t, done est inclus dans 
J'(t)J"(t). Puisque J"(t) est evidemment inclus dans ce commutant H' t) on a l'egalite 

H' t = J'(t) t J"(t). 

On aura besoin des resultats suivants. 

(1) fa est inclus dans le centre de f) t et dans le centre de Q t . 

(2) II existe un voisinage u; de dans t(F) sur lequel l'exponentielle est definie et tel 
que, pour X G u, on a fa C fa exp (x), avec egalite si et seulement si X G fa(F). 

Preuve. Le noyau de t — 1 dans FT est E"(t) © W et son orthogonal dans IU est 
E'(t). On en deduit comme ci-dessus que H t est le produit de J'(t)t et du groupe special 
orthogonal de E"(t) © W'.Donc le centre de t) t est le produit de fa et du centre de 
l'algebre de Lie du second groupe. Cela prouve que fa est inclus dans le centre de h t . Un 
raisonnement analogue vaut en remplagant h 4 par Q t . 

Considerons un voisinage u de dans t(F) sur lequel l'exponentielle est definie et tel 
que Htexp(x) P our tout iGw. Soit l£w. Puisque X commute a t, il preserve les 
espaces propres de t, done preserve E'(t) et E"(t). Notons X' et X" les restrictions de 
X a chacun de ces deux espaces et posons t = texp(X). Le groupe H'~ est le commutant 
de X dans H[. Done H~ est le produit du commutant J'(t)t,x' de X' dans J'(i)t et du 
commutant J"(t)x" de X" dans J"{t). En choisissant a; assez petit, on peut imposer que 
toutes les valeurs propres de t dans E'(t) soient differentes de 1. Alors E"(t) C E"(t). Le 
groupe J'(t)i est le sous-groupe des elements de H~ qui agissent trivialement sur E"(t). 
Ce sous-groupe contient certainement J'(t) t> x' et est done le produit de ce groupe et 
d'un certain sous-groupe de J"(t)x", que Ton note J. Done est le produit du centre 
de j'(t)t,x' et du centre de j. L'algebre )'{t)t,x' est le commutant dans )'{t)t de l'element 
semi-simple X' de cette algebre. Sur une extension de F, e'est done une sous-algebre de 
Levi de )'{t) t et son centre contient le centre de cette algebre, e'est-a-dire contient j t . 
Cela demontre l'inclusion % t C jf. Supposons qu'il y a egalite. Une sous-algebre de Levi 
etant le commutant de son centre, cela entraine que j'(t) t ,x' = j'(t)t- Done X' e 3*. De 
plus, il est clair que X" appartient au centre de j, done a fa = fa. Mais tout element de fa 
agit trivialement sur E"(t), done X" = 0. Alors X = X' appartient a fa. La reciproque 
est aisee. Cela prouve (2). □ 

Pour un espace vectoriel E sur F, de dimension finie, et pour % e Z, on note Ci(E) 
l'espace des fonctions (p : E ^ C telles que 

p(Ae) = |A|^(e) 

pour tout e £ i? et tout A G F x2 . On note C>i(E) l'espace des combinaisons lineaires 
d'elements Cj(E) pour j > i. Remarquons que, si E = {0}, on a C>i(E) = C si i < 0, 
C>;(£) = {0} si i > 0. 

Soit 5 : T(F) — > Z une fonction. On note C>s(T) l'espace des fonctions / definies 
presque partout sur T(F) verifiant la condition suivante. Soit t G T(F). Alors il existe un 
voisinage u de dans t(F), sur lequel l'exponentielle est definie, et il existe une fonction 
V? G C>s(t)(i(F) / fa(F)) tels que Ton ait l'egalite 

f(texp(X)) = <p(X) 

presque partout pour X G u, ou X designe la projection de X dans t(F) / fa(F) .11 revient 
au meme de demander qu'il existe un supplementaire 5 de 3 dans t, une fonction ip G 
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C>s(t)(s(F)) et des voisinages u z de dans 3(F) et oj s de dans s(F) de sorte que Ton 
ait l'egalite 

(3) f(texp(X z + X a )) = <p(X 8 ) 
presque partout pour X z G u z et X s <E u s . 

Lemme. Supposons 5(t) = inf(dim(i t ) — dim(t) + 1, 0) pour tout t G T(F). Alors tout 
element de C>s(T) est localement integrable sur T(F). 

Preuve. Pour tout neN, posons T n = {t G T; dim($ t ) > dim(t) — n}. Cet ensemble 
est un ouvert de Zariski. On va prouver par recurrence 

(4) n tout element de C>s(T) est localement integrable sur T n (F). 

Soit n G N. Si n > 0, on suppose (4) n / vraie pour tout n' < n. Soit / G C>§(T). 
Pour prouver (4) n , il suffit de fixer t G T(F) tel que dim(i t ) = dim(t) — n et de prouver 
que / est integrable dans un voisinage de t. Si n — 0, on a it = t et / est localement 
constante au voisinage de t. L'assertion s'ensuit. Supposons n > 0. Fixons comme avant 
l'enonce un espace s, une fonction (p G C>5(t)(s(-f 1 )) et des voisinages a; z et u; s de sorte 
que l'on ait l'egalite (3). On suppose aussi que uj z et uj s sont ouverts et compacts et que 
le voisinage u = uj z x uj s verifie (2). On suppose enfin que l'exponentielle de uj sur son 
image preserve les mesures. Ecrivons ip = Yli>s(t) V 9 *! °^ V 9 * e Ci(s(F)) et <p>i = sauf 
pour un nombre fini d'indices. On peut choisir une base {ej)j = \ >mmm>m de s(F) de sorte que 
le reseau engendre par cette base soit inclus dans u s . On ne perd rien a supposer que uj s 
est egal a ce reseau. 

Pour % > S(t), definissons une fonction /j sur T(F) de la fagon suivante. Elle est 
nulle hors de texp(u). Pour X z G uj z et X s G cu s , on pose fi(texp(X z + X s )) = <pi(X s ). 
Montrons que 

(5) U e C> S (T). 

Pour A G F x2 tel que | A| < 1, definissons une fonction f[\] sur T(F) de la fagon sui- 
vante. Elle est nulle hors de texp(u). Pour X G u, on pose /[A](texp(X)) = f (texp(XX)) . 
On a /[A] = X^><5(t) P ar interpolation, chaque fa est combinaison lineaire de fonc- 

tions /[A]. II suffit done de fixer A et de prouver que f[\] appartient a C>s{T). On 
fixe X E u, on pose £' = texp(X) et on doit etudier le comportement de la fonction 
Y I— > /[A](t'exp(y)) au voisinage de 0. Posons t" = texp(XX) et introduisons la fonction 
V?" G C>s{t"){i{F) / it") telle que f(t"exp(Y)) = tp"(Y) pour F assez proche de 0. On a 
ctlors 

(6) /[A](t'ea;p(F))=^(AF) = ^" A (F) 

pour F assez proche de 0. La fonction p" x appartient evidemment a C>s(t")(K-^) / h") • 
De plus, la preuve de (2) montre que it 1 = it", d'ou aussi 5(t') = S(t"). Alors l'egalite (6) 
est le developpement requis pour que /[A] appartienne a C>s(T). Cela prouve (5). 

Notons fl s l'ensemble des elements de ui s dont les coordonnees (Xj)j=i,..., m dans la 
base (ej)j = i immm!m verifient la condition inf{valp{Xj)',j = l,...,m} = ou 1. C'est un 
sous-ensemble ouvert et compact de s(F). L'ensemble uo est reunion disjointe de oo z x {0}, 
qui est de mesure nulle, et des ensembles uj z x w 2 pVL s , pour fceN. Soit k G N. Puisque 
Q s ne contient pas 0, tout element X G ui z x w 2 pVL s appartient a uj mais pas a it(F). 
D'apres (2), on a done j t C i texp ( X )- H en resulte que texp(X) G U n '<n T n '{F). D'apres 
l'hypothese de recurrence et (5), toute fonction /j est integrable sur texp(uj z + wj^Qs). 
La fonction / coincide sur cet ensemble avec X)i><sm /» e ^ es ^ done aussi integrable. Pour 



38 



prouver que / est integrable sur texp(u), il reste a prouver que la serie 

(7) £ / \m\dt' 

est convergente. Elle est majoree par 



mes(uj z ) y / \(pi(X)\dX. 

— — l^ 2k o 



Cette derniere integrate est egale a 



ou encore 
On a 

Done la serie 



q -2k(i+dim( S )) I \^ X )\dX. 

Jn s 

i + dim(s) > 8(t) + dim(t) — dim($ t ) > 1. 

q-2k(i+dim(s)) 



fcGN 

est convergente et aussi la serie (7). Cela acheve la demonstration. □ 

7.5 Les fonctions determinants 

On definit une fonction 

5 : T(F) -> Z 

t h-> 6{H t )-6{H")+rdim(E"(t)) 

ou les notations sont celles introduites dans le paragraphe precedent. 
Lemme. La fonction D H A r appartient a C>$ (T) . 

Preuve. Soient t e T(F) et X e t(F). On note X', resp. X" la restriction de X a 
resp. E"(t). On suppose texp(X) e T^F). Si X est assez proche de 0, on a les 
egalites 

L>^exp(X)) = L>"(*)L>^(X), A(*exp(X)) = |de*((l - t)| E , (t) )| F |^(X | ^, (t) )| F . 

La fonction D Ht est invariante par translations par le centre de f)t(F), done aussi par 
3t(F) d'apres le (1) du paragraphe precedent. La seconde fonction est aussi invariante 
par translations par 3t(F), ainsi que l'est toute fonction de X ne dependant que de X". 
Cette seconde fonction est homogene de degre dim(E"(t)). On a l'egalite 

D H *(X) = lim Y ^ tMF) , Y ^D Ht (X + Y)D H *>x{Y)~\ 

On a H t x = TH". Sur les elements reguliers de t)t(F), D Ht est homogene de degre 
5(H t ). De meme, sur les elements reguliers de i)t,x(F), D Ht x est homogene de degre 
5(H t x) = S(H"). II en resulte que, sur un ouvert dense de t(F), D Ht est homogene de 
degre S(H t ) — 5{H"). Le resultat s'ensuit. □ 
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7.6 La fonction c T 

On definit une fonction 8q,t '■ T(F) — > Z par les formules suivantes, pour t G T(F) : 

- si d est impair et E"(t) ^ {0}, S GjT (t) = \{5{G") - 5{G t ) + 2) ; 

- si d est pair, ou si d est impair et = {0}, <S G)T (t) = \{5{G") ~ K G t))- 

Lemme. La fonction c T appartient a C>s G T (T) . 

Preuve. Fixons t G T(F) et un bon voisinage u de dans Qt(F). Posons r = r^, cf. 
4.3. C'est un quasi-caractere sur Qt(F). Pour X G oo fl t(F) tel que texp(X) G T^(F), on 
a l'egalite 

c T (texp(X)) = Cr,o(X) 

ou O est une certaine orbite nilpotente reguliere appartenant a Nil{g tjX ) = Nil{g"). II 
s'agit done d'etudier la fonction c z ,o sur un ouvert dense de t(F), au voisinage de 0. 
On peut generaliser la question a un quasi-caractere quelconque r de Qt(F). On peut 
restreindre uj et supposer que r est developpable dans uj. En utilisant le lemme 6.3(iii), 
on peut fixer une orbite O t G Nil(g t ) et supposer que t(Y) = j(O t , Y) presque partout 
pour Y G uj. Cette fonction est localement invariante par translations par le centre de 
Qt(F), done aussi par %t{F) d'apres 7.4(1). La fonction c z ,o sur t(F) Test done aussi. Soit 
A G F x2 . D'apres 4.2(2), le quasi-caractere r A coincide avec |A|p dMn ^°'^ 2 r au voisinage 
de 0. La meme formule nous dit alors que la fonction c L ,o sur t(F) est homogene de 
degre (dim(0) — dim(O t ))/2. On a dim{O t ) < 5(G t ). Puisque O est reguliere, on a 
dim(0) = 5{G"). Si d est pair, ou si d est impair et E"(t) = {0}, le degre precedent 
est superieur ou egal a Sc,T{t) et cela acheve la demonstration. Supposons d impair et 
E"(t) {0}. Si O t n'est pas reguliere, on a dim(O t ) < S(G t ) — 2 et on conclut encore. 
Supposons O t reguliere. Le tore T est un sous-tore maximal de H' t = J'(t) t J"(t) et 
se decompose done en T = T'T", ou T' est un sous-tore maximal de J'(t) t et T" un 
sous-tore maximal de J"(t). L'hypothese A T = {1} entraine A T >> = {1} et l'hypothese 
E"(t) ^ {0} entraine T" ^ {1}. Notons G le groupe special orthogonal de E"(t) © V" . 
On a T" C J" if) C G. Comme on l'a vu dans la preuve de 7.4(1), on a G t = J'(t) t G. 
L'orbite O t se decompose en la somme d'une orbite nilpotente dans j'(t) t (F) et d'une 
orbite nilpotente O dans q(F). Ces deux orbites sont regulieres. Cela entraine que G est 
quasi-deploye. Or dim(E"(t) © V") est impair, done G est deploye. Done g(F) possede 
une unique orbite nilpotente reguliere, a savoir O, qui est induite a partir de l'orbite {0} 
d'une sous-algebre de Levi minimale, e'est-a-dire de l'algebre de Lie d'un tore deploye 
maximal. Cela entraine que la fonction j(0, .) est a support dans l'ensemble des elements 
qui appartiennent a une sous-algebre de Borel. Les proprietes de T" montrent qu'un 
element de t"(F) en position generale possede un voisinage dans g(F) dont aucun element 
n'appartient a une telle algebre. Done j(0,.) s'annule au voisinage de presque tout 
element de t"(F). II en resulte que r s'annule au voisinage de presque tout element de 
t(F). A fortiori, la fonction c L ,o est nulle sur t(F). Cela acheve la demonstration. □ 

7.7 Preuve de la proposition 7.3 

Evidemment, un lemme analogue au lemme 7.6 vaut si l'on remplace G par H et 5g,t 
par une fonction 8h,t definie de fagon similaire (l'entier dw remplace d). II resulte tout 
d'abord de ces lemmes que les fonctions eg et c T sont localement constantes sur T^F). 
Evidemment, si 8 i: i = 1, 2, 3 sont trois fonctions sur T(F) telles que 8 1 + 5 2 > S 3 , on a 
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/1/2 e C>s 3 (T) pour toutes /i G C> 5l (T) et / 2 G C> 52 (T). En vertu des lemmes 7.4, 7.5 
et 7.6, pour demontrer le (ii) de la proposition, il suffit de prouver que 



(1) 6o(t) + S G , T (t) + 5 H , T (t) > inf{dim{i t ) - dim(t) + 1,0) 

pour tout t G T(F). Posons e = dim(E"(t)). Puisque d ou dw est impair, les definitions 
entrainent que le membre de gauche est egal a 

\{5{G") - 5{G t ) - 5{H") + 5(H t )) + re, si e = ; 

\(5(G") - 5{G t ) - 5{H") + 8{H t )) + 1 + re, si e > 0. 

On a deja dit que G t etait le produit de J'(t) t et du groupe special orthogonal G de 
E"(t) © V" . De meme, H t est le produit de J'(t) t et du groupe special orthogonal H de 
E"(t) © W". On peut remplacer -S(G t ) + S(H t ) par -5(G) + 5(H) dans les formules 
precedentes. II est facile de calculer 



(2) 



x(r<\ - J ~ 2)/2, si c? est pair, 
[ (d — l) 2 /2, si d est impair. 



On calcule de meme 5(G"), 5(H"), 5(G) et 5(H) en remplagant d par d" + 1 + 2r, d", 
d" + 1 + 2r + e, + e, ou = dim(W"). On obtient que le membre de gauche de (1) 
est superieur ou egal a 

0, si e = 0; 
-e/2 + 1, si e > 0. 

Dans le premier cas, il est clairement superieur au membre de droite de (1). Supposons 
e > 0. L'algebre % t est celle d'un sous-tore de J'(t), done de dimension inferieure ou 
egale a dim(E'(t))/2, qui est egale a dim(t) — e/2. Le membre de droite de (1) est done 
inferieur ou egal a —e/2 + 1, done au membre de gauche. Cela acheve la preuve. □ 



7.8 Le theoreme 

Soient 9 un quasi-caractere sur H(F) et / G C%°(G(F)) une fonction tres cuspidale. 
Pour T G T, on definit la fonction ce f sur T^(F) et on la note simplement C/. Fixons un 
ensemble de representants T des classes de conjugaison par H(F) dans T. Posons 

1(0, f) = \W(H,T)\~ l u(T) [ c e (t)c f (t)D H (t)A(tydt. 
TeT Jt ( f ) 

D'apres la proposition 7.3, cette expression est absolument convergente. 
Pour g G G(F), on definit une fonction 9 sur H(F) par 

9f(x) = [ f(g- 1 xug)i(u)du. 

JU(F) 

Elle appartient a C™(H(F)). On pose 

Wf,g)= I o( x yf(x)dx, 

Jh(f) 

puis, pour un entier iV G N, 

In(0J)= [ I(9,f,g)K N (g)dg. 

JU(F)H(F)\G(F) 
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Ces integrates sont a supports compacts. 

Theoreme. Pour tout quasi- caractere 9 sur H(F) et toute fonction tres cuspidale 
f E C™{G{F)), on a l'egalite 

Um N ^ OD I N (9,f) = I(9,f). 

Ce theoreme sera demontre en 12.3. Contentons-nous ici de la remarque facile sui- 
vante. Supposons dw > 1- Soit y E H + (F) y E~ H(F), que Ton identifle comme on l'a 
dit en 7.2 a un element de G(F). Posons 9 + = (9 + y 6)/2. Par de simples changements 
de variables, on verifie les egalites 

I(6 + J)=I(6J), I N (9 + J) = I N (9J). 

On peut done remplacer 9 par 9 + pour demontrer le theoreme. Autrement dit, on peut 
supposer 9 invariant par conjugaison par H + (F). 

7.9 Le theoreme pour les algebres de Lie 

Soient 9 un quasi-caractere sur t)(F) et f E C%°(g(F)). Les definitions posees pour 
les groupes dans les paragraphes precedents se descendent aux algebres de Lie. Ainsi, on 
a defini en 7.2 un caractere £ de U(F). II s'en deduit un caractere de u(F), defini par la 
meme formule qu'en 7.2 et que l'on note encore £. On definit une fonction ft sur f)(F) 
par 

fHY)= [ f(X + N)t(N)dN. 

Pour g E G(F), on pose 

Mf,g)= [ 9(Yyf(Y)dY, 

puis, pour un entier N e N, 

In(9J)= [ I(9J,g)K N (g)dg. 

JU(F)H(F)\G(F) 

On definit la fonction A sur f)(F) par 

A(Y) = \det(Y\W/W"(Y))\ F , 

ou W"(Y) est le noyau de Y agissant dans W. Pour T E T, on note le sous-ensemble 
des X E t tels que les valeurs propres de Taction de X dans W soient toutes distinctes, ou 
W est comme en 7.3. Supposons / tres cuspidale. On definit les fonctions eg et Cf = cg f 
sur t|,(F). On pose 

1(6, f) = \W(H,TTMT) I c 9 (Y)cf(Y)D H (Y)A(Y) r dY. 
Te r Jt ( F ) 

Une analogue de la proposition 7.3 entraine l'absolue convergence de cette expression. 
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Theoreme. Pour tout quasi-caractere sur \)(F) et toute fonction tres cuspidale f G 
C c °°(g(F)), on a l'egalite 

lim N ^ oo I N (0,f) = I(0,f). 
Ce theoreme sera demontre en 12.3. 



8 Localisation 

8.1 Un cas trivial 

On fixe pour toute la section un quasi-caractere 9 sur H(F), invariant par conjugaison 
par H + (F), et une fonction tres cuspidale / G C™(G(F)). Soit x G G SS (F). Notons V" 
le noyau de x — 1 agissant dans V. Supposons que x n'est conjugue a aucun element 
de H(F). Par le theoreme de Witt, cette hypothese equivaut a dire que V" ne contient 
aucun sous-espace non degenere isomorphe (comme espace quadratique) a D © Z. Soit 
uj un bon voisinage de dans q x (F), verifiant la condition (7) p de 3.1, oil p est la 
representation de G dans V. Pour X G uj, le noyau de xexp(X) — 1 est contenu dans 
V" et verifie a fortiori la meme condition que V" . Done xexp(X) n'est conjugue a aucun 
element de H(F). Posons f2 = (xexp(uj)) G . Alors 0, fl H(F) = 0. Supposons / a support 
dans Q. Pour tout t G H SS (F), le complementaire de Q dans G(F) est un voisinage de t 
invariant par conjugaison par G(F) et sur lequel / est nulle. Done 9f y est nul aussi et 
le developpement de Of au voisinage de t est nul. II en resulte que 1(0, f) = 0. D'autre 
part, tout element de U(F)H(F) a pour partie semi-simple un element conjugue a un 
element de H(F). II en resulte que 9 = pour tout g G G(F), done In(0, f) = 0. Alors 
l'egalite du theoreme est triviale. 

8.2 Localisation de 1^(6, f) 

Soit x G H SS (F). On note W" , resp. Vq, V", le noyau de x — 1 agissant dans W , resp. 
Vb, resp. V. On a = W" © D, V" = W" © D © Z. On note W l'orthogonal de W" 
dans VF. On note H' = G', resp. H", Gq, G", les groupes speciaux orthogonaux de W, 
resp. W", Vq, V" . On a les egalites H x = H' X H" , G x = G' X G". On fixe un bon voisinage 
u; de dans Q X (F), auquel on impose la condition (8) de 3.1, e'est-a-dire u = uj' x uj" , 
oil uj' C q' x {F), uj" C q"(F). On pose Q = (xexp(uj)) G . On suppose 

Hypothese. Le support de f est contenu dans fl. 

La situation ci-dessus, les notations et cette hypothese seront conservees jusqu'en 
10.9. 

On definit le quasi-caractere 9 X>W de g x (F), cf. 4.3, et, pour g G G(F), la fonction 
9 fx,w sur g x (F), cf. 5.4. Pour g G G(F), on definit une fonction 9 f^ U) sur t) x (F) par 

VUa:)= / 9 f x Jx + N)aN)dN. 

Ju x (F) 
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Remarquons que x appartient a M(F) et que Ton a l'inclusion ty x C m x . Posons 

4,u,(0, /,<?)= / e x ^(x) 9 fijx)dx, 

Jl) x (F) 

puis 

Ix,u>,n(9J) = / Ix,u(9J,g)K N (g)dg. 

JU X (F)H X (F)\G(F) 

Cette integrate a un sens : la fonction g i— > I XiUJ (0,f,g) est invariante a gauche par 
U X (F)H X (F). Elle est a support compact. En effet, d'apres 3.1(5), il existe un sous- 
ensemble compact T C G(F) tel que 9 f X:U) est nulle pour g G G(F),g G f x (F)r. D'autre 
part, on verifie que, pour tout 7 G G(F), la fonction 5 1— > K N (g^) sur G X (F) a un support 
d'image compacte dans U X (F)H X (F)\G X (F). L'assertion en resulte. 
Posons 

C(a;) = |^ + (F)//J(F)||^ + (x)(F)/^(F)|- 1 A(a;) r . 
Lemme. On a Vegalite 

I N (9,f)=C(x)I x ^ N (9,f). 

Preuve. Pour tout groupe reductif connexe L, fixons un ensemble de representants 
T{L) des classes de conjugaison par L(F) dans l'ensemble des sous-tores maximaux de 
L. Soit g G G(F). D'apres la formule de Weyl, on a 

(1) I(9,f,g)= \W{H,T)\-' f 6{t)J H {t^f)D H {t)^dt. 

TeT(H) JT(F) 

Pour deux sous-tores (pas forcement maximaux) T et T' de H, notons W + (T, T') l'en- 
semble des isomorphismes de T sur T' induits par la conjugaison par un element de 
H + (F). On va prouver les assertions suivantes. 

(2) Soient T G T{H) et t G T(F) n H reg (F). Mors J H (t, 9 f) = si t n'appartient 
pas a 

(J (J w(xexp(t 1 (F)nu)). 

T!eT(H x ) weW+(Ti,T) 

(3) Soit T G T(H) et, pour % = 1,2, soient 7] G T(# x ) et iUj G W + (T;,T). Mors les 
ensembles wi(xexp(ti(F) fl cj)) et u> 2 (a;e£p(t 2 (F) fl a;)) sont disjoints ou confondus. 

(4) Soient T G T{H), T x G T(ZQ et w l G W + (7i, T). Le nombre des couples (T 2 , w 2 ) 
tels que T 2 G T(^), w 2 G W^ + (T 2 ,T) et w 2 (xea;p(t 2 (F) n u)) = wi(xexp(ti(F) flw)) est 

|W(H B ,T 1 )||Z H+ (x)(F)/^ x (i!')||ZH + (r 1 )(F)/r 1 (i!')|- 1 . 

Soient T et t comme en (2). Supposons J H (t, 9 f) ^ 0. Mors il existe u G 17(F) tel 
que la classe de conjugaison par G(F) de tu coupe le support de /. Elle coupe done 
aussi xexp{u). La partie semi-simple de tu est conjuguee a t et la partie semi-simple 
d'un element de xexp(cu) reste dans cet ensemble. Done la classe de conjugaison par 
G(F) de t coupe xexp(u). Soient X G 00 et y G G(F) tels que yty^ 1 = xexp(X). Le 
noyau de t — 1 agissant dans V contient D @ Z. D'apres l'hypothese (7) p de 3.1, celui 
de xexp(X) — 1 est contenu dans W" . Done W" contient y(D © Z). Mais il contient 
aussi D © Z. Ces deux espaces Z) © Z et y(Z? © Z) sont isomorphes et non degeneres, en 
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tant qu'espaces quadratiques. D'apres le theoreme de Witt, on peut trouver y" G G"{F) 
tel que y"y(D © Z) = D © Z. On a G" C G x . Quitte a remplacer y par y"y et X 
par y"Xy"~ l , on est ramene au cas oil y conserve 7) © Z. Dans ce cas, puisque t agit 
trivialement sur D © Z, xexp(X) agit trivialement lui aussi, done X G f) x (F). Quitte a 
multiplier encore y a gauche par un element de H X (F), on peut supposer que X G ti(F) 
pour un element 7\ G T(H X ). L'element y conserve W. Notons h sa restriction a cet 
espace. Alors h G H + {F) et /it/i -1 = xexp(X). Necessairement, la conjugaison par h 
envoie le commutant de t dans H sur celui de xexp(X). Mais t est regulier dans H, 
done ces commutants sont T et 7\. Si on note iu l'element de W + (7i,T) induit par la 
conjugaison par y _1 , on a alors i G w{xexp{i 1 {F) fl a;)) ce qui prouve (2). 

Passons a la preuve de (3). Pour % — 1,2 soit y, G H + (F) tel que u>j soit induit 
par la conjugaison par y,. On identifie y« a un element de G(F). Posons y = y^}y\- 
Supposons que les ensembles wi(xexp(ti(F) flu)) et u^xexp^^T 1 ) flw)) ne sont pas 
disjoints. Alors y{xexp{u))y" 1 fl (rrerr^cj)) 7^ 0. D'apres 3.1(4), y appartient a Zq(x){F). 
D'apres 3.1(1), la conjugaison par y conserve cu. D'autre part, d'apres la definition de y, 
cette conjugaison envoie 7\ sur T 2 , done aussi ti sur t 2 . Elle envoie alors xexp{i\{F) flu;) 
sur xexp(t 2 (F) fl a;) et les ensembles w\(xexp(ii(F) flw)) et u> 2 (:cea;p(t 2 (F) fl a;)) sont 
confondus. Cela prouve (3). 

Soient T, 7\ et W\ comme en (4). Posons 

y = {ye Z H+ (x)(F) ]y T iy - 1 G T(H x )}/Z H +(Ti)(F). 

La preuve de (3) montre que l'application y 1— > (T 2 = yTiy~ 1 ,W2 = u>ia<i(y _1 )) est 
une surjection de [V sur l'ensemble des couples (T 2 ,w 2 ) dont on veut calculer le nombre 
d'elements. Cette application est aussi injective, le nombre a calculer est done \y\. On 
verifie que l'application naturelle 

y - h^f^Zh^x^/Zh^t^f) 

est surjective et que toutes ses fibres ont pour nombre d'elements \W(H X , 7i)|. Enfin, 
parce que H X {F) est un sous-groupe distingue de Z H +{x){F) et que Z H +{Ti) fl H x — 7\, 
on a 

|/7 X (F)\^ + (*)(F)/Z„ + ^^ 
Cela prouve (4). 

Ces trois proprietes permettent de transformer l'expression (1) de la fagon suivante 

no,f,g)= E E E i^(^^)r^m) 

neTiHx) TeT(H) wieW+(T!,T) 

[ 9(w 1 (xexp(X)))J H {w 1 (xexp(X)), 9 f)D H (w 1 {xexp(X))) 1/2 dX, 

oil 

70(71) = |W(77 :c ,r 1 )|- 1 |Z f , + (x)(F)//f :c (F)|- 1 |Z f , + (r 1 )(F)/r 1 (F)|. 

On a D H (wi(xexp(X))) = D H (xexp(X)). On a 0(iui(a;exp(X))) = #(:re:rp(X)) puis- 
qu'on a suppose invariant par H + (F). Si iui etait induit par la conjugaison par un 
element de 77(F), on aurait aussi Ju(wi(xexp(X)), 9 f^) = JH(xexp(X), 9 /^), et u>i dis- 
paraitrait de la formule ci-dessus. En general, on a seulement JH(wi(xexp(X)), 9 f^) = 
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Jn{xexp(X), 99 f^), ou y G H + (F) depend de w\. Mais ce terme y disparait par change- 
merit de variables quand on calcule In(@, /)• Ces arguments conduisent a l'egalite 

(5) i N (e,f)= ! E w'iT,) 

Ju(F)H(F)\G(F) TieT{Hx) 

[ 9(xex P (X))J H (xexp(X), 9 f)D H (xexp(X)) 1/2 dXK N (g)dg, 
•/ti(F)nw 

ou 

w'(T 1 )=w(T 1 ) \W + {T^T)\\W{H,T)\-\ 

TeT(H) 

Soit Ti G T(H X ). Remarquons que W(H,T) a meme nombre d'elements que W(H,Ti) 
pour tout T tel que W + (Ti,T) est non vide. On a done 

W '(T 1 )= W (T 1 )|^(if,T 1 )- 1 ||yT 1 |, 

ou 

y Tl = {(T, Wl );Te T(H), Wl G W + (T 1 ,T)}. 

Posons 

^ = {y G H + (F)/Z H+ (T 1 )(F);yT 1 y- 1 G T(i?)}. 

L'application y i— > (T = yTiy^^wi = ad(y)) est une bijection de 34^ sur L'applica- 
tion naturelle 

y Tl - H(F)\H+(F)/Z H+ ( Tl )(F) 

est surjective et toutes ses fibres ont pour nombre d'elements \W(H, Ti)|. Enfin, parce 
que if est un sous-groupe distingue de if + et Z H +(Ti) fl if = Ti, on a l'egalite 

^(^^(^/^(Tx)^)! = liT+^/^II^^O^/T^F)!- 1 . 

Cela conduit a l'egalite 

Pour lewn f) x ,re S (-F) et # G on a 

J H (xexp(X), 9 f) = D H (xexp(X)) 1/2 [ [ 99 f^xexpQi^Xh^dhdy. 

Jh x (F)\H{F) J Ti(F)\H x (F) 

D'autre part, on a D H (xexp(X)) = D H (x)D Hx (X). Ces egalites transforment la formule 
(5) en 

(6) I N (6,f) = C'(x) [ <S>(g)K N (g)dg, 

JU(F)H X (F)\G(F) 



U(F)H X (F)\G(F) 

C\x) = \H + {F)/H{F)\\Z H+ {x){F)/H x {F)\- l D H {x) 



ou 

et 



$(#) = V iWiH^Ti)' 1 [ 9(xexp(X)) I 9 f{xexp{h' 1 Xh))dhD Hx {X)dX. 

m ^ Ai(F)nw Jt 1 (f)\h x (f) 
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Definissons une fonction ip g sur t) x (F) par 

f 0, siX^u, 

VaK ' \ 6(xexp(X)) 9 f(xexp(X)), si X G to. 



D'apres la formule de Weyl, 



$(<?) = / <Pg(X)dX. 



Soient X e uj n \) x , re g{F) et g G G(F). On a 



/ ? (:re:rp(X)) = / 9 j \xexp(X)u)£(u)du 

JU(F) 

= / 9 f(xexp(X)uv)^(uv)dudv. 

JU X (F)\U(F) JU X (F) 



>U X (F)\U(F) JU X {F) 

Pour u G U X (F), l'application v i— > (xea;p(X)-u) _1 f _1 a;exp(X)-uf est une bijection de 
U X (F)\U(F) sur lui-meme. Grace a l'hypothese (7) p de 3.1, son jacobien est egal a la 
valeur absolue du determinant de l — ad^x)^ 1 agissant sur u(F)/u x (F). Remarquons que, 
avec les notations de 7.1 et 7.2, l'application 

W'®Z + -> u(F) 
(w', z) i-> c w , :Z 

est une bijection de W <E> -Z+ sur un supplementaire de u x (F) dans u(F). Le jacobien 
ci-dessus est done egal a A(x) r . D'autre part, on a 

^((xexp(X)u)~ 1 v ~ 1 xexp(X)uv) = 1. 

Cela conduit a l'egalite 

9 f(xexp(X)) = A(x) r [ [ 9 f{v- 1 xexp{X)uv)i{u)dudv 

JU X {F)\U{F) JU X (F) 

= A(x) r f [ V9 f(xexp{X)u)i{u)dudv. 

JU X (F)\U(F) JU X (F) 

Grace a la condition (6) de 3.1, l'application 

n x (F) - U X (F) 
N i-> exp(-X)exp(X + JV) 

est bijective et preserve les mesures. On a £(exp(—X)exp(X + N)) = £(N). On a done 
aussi 

9 f{xexp{X)) = A{x) r f [ V9 f{xexp{X + N))i{N)dNdv. 

JU X {F)\U{F) Ju x (F) 

Remarquons que la partie semi-simple de X + N est conjuguee a X par un element de 
G X (F), done X + N G cu et V9 f(xexp(X + N)) = vg f x ^{X + N). Mors 

9 f(xexp(X)) = A(x) r [ V9 f x jX)dv. 

JU X (F)\U(F) 
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Par ailleurs, on a 9(xexp(X)) = 9 X;U1 (X). Done 

JU X {F)\U{F) 

Cette egalite reste vraie si X G" uj puisque les deux membres sont nuls. Alors on reconnait 

$(g) = A(x) r [ I x ^9,f,vg)dv. 

JU X (F)\U(F) 

En remarquant que C'(x)A(x) r = C(x), la formule (6) devient 

I N (9, f) = C(x) [ i x ,U0, f, g)KN(g)dg 

JU X (F)H X (F)\G(F) 

= C(x)I x ^ N (9,f). □ 

8.3 Localisation de 1(6, f) 

Modifions les notations de 7.3 : pour T 6 T, on note maintenant W?, W![ et V? 
les espaces que Ton avait notes W, W" et V" dans ce paragraphe. On note T_ x le sous- 
ensemble des T G T tels que T C H x et W C W T . Remarquons que ces conditions 
impliquent que T se decompose en T'T" ou T' est un sous-tore maximal de H' et T" 
est un sous-tore de H" . On a x G T' . Pour T G T x , on a xexp(X) G T[,(F) pour tout 
X G tt|(F) fl oj. On definit des fonctions cg jXtU1 et c/ )X)W presque partout sur t(F). Elles 
sont nulles hors de t(F) n a;. Pour X G t^F) n uj, 

(X) = co(xexp(X)), c/ )X)W (X) = c/(xexp(X)). 

En fait, les fonctions X)U; et 0/ jX ,u; sont des quasi-caracteres et les fonctions ci-dessus sont 
associees a ces quasi-caracteres comme en 7.9. On fixe un ensemble de representants T x 
des classes de conjugaison par H X (F) dans T_ x . Enfin, on definit une fonction A" sur 
f) x (F) par 

A"(X) = \det(X\W"/W"(X))\ F , 
ou W"(X) est le noyau de X agissant dans W" . Posons 

I*A0J) = E W^T^viT) [ c e , x , bJ (X)c f , x , U! (X)D H ^X)A"(XYdX. 
rer x Hf) 

On pourrait montrer que cette integrate est absolument convergente de la meme fagon 
qu'en 7.3. Cela va aussi resulter de la preuve suivante. 

Lemme. On a V egalite 1(9, f) = C(x)I XjU! (9, f). 
Preuve. On a les proprietes suivantes. 

(1) Soient T G T et t G T^(F). Alors c f (t) = si t n'appartient pas a 

[J (J w(xexp(t 1 (F)nu)). 

TiGT^ weW+(T u T) 
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(2) Soit T G T et, pour % = 1, 2, soient Ti E T x et Wi E W + (T i) T). Alors les ensembles 
wi(xexp(ti(F) fl a;)) et w 2 (xexp(t 2 (F) fl a;)) sont disjoints ou confondus. 

(3) Soient T E T, Ti E T x et w± E W + (Ti,T). Le nombre des couples (T 2 ,w 2 ) tels 
que T 2 E%, w 2 E W + (T 2 ,T) et w 2 (xexp(t 2 (F) n a;)) = Wi(xexp(ti(F) n a;)) est egal a 

Soient T et t comme en (1). Supposons c/(t) 7^ 0. Alors n'est nulle dans aucun 
voisinage de t. Le support de Of est inclus dans la cloture de (Supp(f)) G , done dans Q. 
Done t 6 O et on peut fixer y E G(F) et X E uo tels que yty~ l = xexp(X). Puisque 
t E T^(F), le noyau de t — 1 agissant dans V est . Grace a la condition (7) p de 3.1, le 
noyau de xexp(X) — 1 est contenu dans V". Done y(V^) C V". Comme dans la preuve de 
8.2(2), on peut alors modifier y et X de telle sorte que y conserve D © Z. Cela entraine 
que xexp(X) agit sur cet espace par l'identite, done X E i) x (F). L'element y conserve W . 
Notons h sa restriction a cet espace, qui appartient a H + (F). Posons Ti = hThr 1 . On 
a T C H t , done Ti C H xexp ( X ) C i^. De plus, puisque y(Vj.') C V", on a W C /i(Wr). 
Mais alors le tore 7\ appartient a T x . Quitte a multiplier h a gauche par un element de 
H X (F), on peut supposer Ti G 7^. En notant u> G W^ + (T 1? T) l'isomorphisme induit par 
la conjugaison par h -1 , on at E w(xexp(ii(F) fl a;)), ce qui prouve (1). 

Les assertions (2) et (3) se prouvent comme (3) et (4) de 8.2. Remarquons toutefois 
que le quotient Z H +(T 1 )(F)/Z Hx (T 1 )(F) figurant dans (3) est fini car, puisque x E Ti(F), 
le groupe Zh+{T\) est contenu dans Zh+(x). On laisse les details au lecteur. 

Les trois assertions precedentes permettent d'ecrire 

n0,f)= EE E ™(Ti)\W(H,T)\-iv(T) 
Tier* T&T Wl ew+{T 1 ,T) 

I c e (w 1 (xexp(X)))c f (w 1 (xexp(X)))D H (w 1 (xexp(X)))A(xexp(X)) r dX, 
Jt 1 (F)nu> 

ou iu(Ti) est l'inverse du nombre de couples calcule en (3). Tous les termes conte- 
nant Wi sont invariants par H + (F) et le W\ disparait. On a aussi v(T) = v(Ti) et 
\W(H,T)\ = \W(H,T!) si W + (T U T) n'est pas vide. On a les egalites c e {xexp{X)) = 
ce,x,w(X), Cf(xexp(X)) = Cf jXjW (X) et, grace aux hypotheses (7) et (7) p de 3.1, 

D H (xexp{X))A{xexp{X)) r = D H (x)D H *(X)A(x) r A"(X) r . 

On obtient 

(4) 1(9, f) = D H {x)A{xY E w'iTMTi) [ c e ^(X)c Lx ^X)D H *(X)A"(X) r dX, 

Tl er x J W) 

ou 

w'(Ti) = w(T 1 )\W(H,T 1 )\- 1 \{{T,w 1 );T E T, Wl E W + {T U T)}\. 
On calcule ce terme comme dans la preuve du lemme 8.2. On obtient 

D H (x)A(x) r w'(T 1 ) = CixWiH^l' 1 . 

Alors la formule (4) devient celle de l'enonce. □ 
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9 Utilisation de la transformation de Fourier 



9.1 Position du probleme 

Comme on l'a dit, on conserve la situation de 8.2. Posons U" = U C\G". Remarquons 
que U" = U x . Soient 6" un quasi-caractere de f)"(F) et ip G C^°(g > "(F)). Appliquant les 
definitions de 7.9 ou Ton remplace les espaces V et W par V" et W" , on definit une 
fonction (p^ sur \)"{F) et, pour g G G"(F), une integrate I(Q",ip,g). Remarquons que, 
si le support de (p est contenu dans u", celui de ipfi est contenu dans ou" n i)"(F). Soit 
S G ty'(F). On suppose que S est regulier et que le noyau de S agissant dans W" est 
de dimension au plus 1. On suppose que, pour toute G C£°(f)"(F)) a support dans 
cj" fl ty'(F), on a l'egalite 

6"(<f>) = J H »(Sj). 

Soit enfin re" G C™{U"{F)H"{F)\G"{F)). Generalisant la definition de 7.8, on pose 

/ I(6", V ,g)K'\g)dg. 

JU"(F)H"(F)\G"{F) 

Cette integrate est a support compact. Le but de la section est d'exprimer I K n(0",tp) a 
l'aide de la transformed de Fourier ip de (p, quand ip est a support dans ou". 

9.2 Premiere transformation 

Soit S 1' element de g"(F) qui annule W" et verifie = pour tout % = 

0, ...,r — 1. Remarquons que Ton a Ht> = — 2z/ £o e -i, ou = q(vo), St>_j = — £jt>_j_i 
pour i — 1, ...,r — 1 et Ht>_ r = 0. On a aussi £(iV) =< S, AT > pour tout A" G u"(F). 

Posons A = {c(f ,f);f G W"}. Cet espace est l'orthogonal de t)"(F) dans 0o(.F). 
La forme bilineaire < ., . > est non degeneree sur A . Posons E = a(F) © A © u"(F). 
On munit les deux premiers espaces de la mesure autoduale. On a implicitement fixe 
une mesure sur U"(F) dans le paragraphe precedent, dont le choix n'importe pas. On en 
deduit une mesure sur u"(F), puis sur S. 

Lemme. Pour tout tp G C™(q"(F)) et tout Y G t)"(F), on a l'egalite 

(^)\Y) = J^(~+Y + X)dX. 

Preuve. Introduisons le groupe unipotent u" oppose a u". Les espaces u"(F) et u"(F) 
sont en dualite. La mesure sur le second espace se dualise en une mesure sur le premier 
et la transformation de Fourier echange C%°(u"(F)) et C%°(u"(F)). On a l'egalite 

g" = u" © a © fj" © A © u". 

Par linearite, on peut supposer que 

ip = >Pu"(F) © <Pa(F) © <PW(F) ® fAo ® ^Pu"(F) i 

ou, pour chaque espace E 1 figurant en indice, upe G C™(E). On a 

= </? u »(F) © <£> (F) © VV(F) © 0A O ® <£u"(F)- 
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Pour Y G ty'(F), on calcule 

^{Y) = ^ l{F) {O)^ a{F) (O)^ {F) (Y) VAo {O)0 w/(F) {E), 

(^)\Y) = V?u''(F)(0)v?a(F)(0)^(,»(F)(>")^Ao(0)^u"(F)(5), 
/ 0(E + Y + X)dX = <p v >>(F)(z.)(py'(F)(Y) / 0a(F) ® 0A O <E> 0u"(F){X)dX, 
= ^u"(F)(2)^(,»(F)(V)^a(F)(0)v?Ao(0)^u" (F)(0). 

Le lemme resulte de la comparaison des egalites ci-dessus. □ 

9.3 Description de l'espace affine E + S + E 

Notons A u // le sous-espace de u"(F) engendre par les elements c(vi,v i+ i) pour % = 
0, ...,r — 1. Si d est impair ou si r = 0, on pose A = A © A u ». Supposons d pair, done 
dim{W") impair. Alors S, agissant dans W", a un noyau de dimension 1. On fixe un 
element non nul ws de ce noyau et on note Wg son orthogonal dans W" . Supposons de 
plus r > 0. On pose 

A ,5 = {c(v ,v);v G Wg}, 

A = A 0j5 © Fc(w s , v r ) © A u //. 

Dans les deux cas, A est un sous-espace de S. Puisque E et A sont des espaces vectoriels 
sur F,on peut les considerer comme les ensembles de points sur F de varietes sur F que, 
dans ce paragraphe, on note encore £ et A. 

Lemme. L'espace affine S + S + E est stable par conjugaison par U" . L 'application 

U" x (S + S + A) -> S + 5 + E 
(u,X) ^ u- l Xu 

est un isomorphisme de varietes algebriques. 

Preuve. L'annulateur de E dans q" est l'espace I)" © u". Pour prouver la premiere 
assertion, il suffit de prouver que, pour u G U", X G E et Y G h" © u", on a l'egalite 

trace(u(E + S + X)u~ l Y) = trace((E + S)Y), 

ou encore 

trace((Z + S + X^Yu) = trace((E + S)Y). 
Posons u ^Yu = Y + N. On a N G u" et 

trace(M(S+5+X)M _1 F) = trace((S+5)F)+trace(SA^)+trace(XF)+trace((5+X)A^). 

Les deux derniers termes sont nuls : ce sont des traces d'elements de u". II faut montrer 
que trace(EN) = 0, ou encore £(N) = 0. II suffit pour cela de prouver que q(Nvi, f-j-i) = 
pour i — 0, r— 1. Mais u—1 et F appartiennent a l'algebre de Lie du radical unipotent 
du sous-groupe parabolique de GL(V") qui conserve le drapeau 

Fv r C Fv r © Ft) r _i C ... C Fv r © ... © F VQ . 
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Done Nvi appartient au sous-espace engendre par les Vj pour j > i+2. Done q(Nvi, i>-j-i) = 
0, ce qui prouve la premiere assertion de l'enonce. 

Si r = 0, on a A = E, U" = {1} et la seconde assertion est tautologique. Supposons 
r > 0. Introduisons le sous-groupe parabolique P 2 de G" qui conserve le sous-espace 
totalement isotrope Z + , sa composante de Levi M 2 qui conserve Z + et Z_ et son radical 
unipotent U 2 . Le groupe M 2 s'identifie a GL(Z + ) x Gq. Notons C/ 4 le centre de U 2 . Les 
groupes U4 et U2/U4 sont abeliens. Par l'application (v,v') 1— > exp(c(v,v')), ils s'iden- 
tifient respect ivement a /\ 2 (Z + ) et Hom(VQ,Z + ). Ce dernier espace se decompose en 
Hom(W" , Z + ) @Hom(D, Z + ). On note U 3 le sous-groupe de U 2 tel que U3/U4 s'identifie 
a Hom(W", Z + ) et Up celui tel que Ud/U^ s'identifie a Hom(D, Z + ). On pose U\ = U" , 
U 5 = {1}. Remarquons que Ton a les inclusions U 2 C U" C P 2 . On a done la chaine de 
sous-groupes 

U 5 c Z7 4 C U 3 c C/ 2 C Z7i, 

et chacun de ces sous-groupes est distingue dans Lq. Posons r = {c(t>_i, t>); t> G Z + }. 
C'est un sous-espace de u". Definissons les espaces 

Ei = E = a© A ©Ui; 

E 2 = A © t © u 2 ; 

E 3 = A © u 2 ; 

^ f A © Ud, si d est impair, 

4 I A ,s © Fc(ws, v r ) © Ud, si d est pair; 

S 5 = A. 

On a les inclusions 

E 5 C E 4 C E 3 C E 2 C Ei. 

Pour % = 2,..., 4, Ej est l'ensemble des elements X e Ej_i qui verifient les conditions 
suivantes : 

(1) si i — 2, Xt>j = pour j = 2, r ; 

(2) si i = 3, X Vl = ; 

(3) si i = 4 et d est impair, X(W") C Z + ®D ; si i = 4 et d est pair, X(Wg) d Z + ®D 
et X(ius) G Fv r . 

On a 

(4) pour i — 1,2, 3, les ensembles Ej et S + Ej sont stables par conjugaison par U\ ; 
pour i — 4, 5, les ensembles Ej et 5 + Ej sont stables par conjugaison par U4 ; l'ensemble 
E 4 est stable par conjugaison par U 2 . 

Posons M" = M n G". En general, si E est un sous-ensemble de m", E © u x est 
invariant par conjugaison par U\. Si E est un sous-ensemble de 0q, E 1 © u 2 est stable par 
conjugaison par U\. Si E est un sous-ensemble de 0o©Ui, E est stable par conjugaison par 
U4. On en deduit que Ei, 5 + Ei, E 3 et 5 + E3 sont stables par conjugaison par U\, et E 4 , 
S + E 4 , E 5 et S + E 5 sont stables par conjugaison par U4. On a E 2 = E 3 © r. L'ensemble 
E 3 est stable par conjugaison par U\. Pour prouver que E 2 Test aussi, il suffit de prouver 
que, pour u G U\ et X G r, on a u~ x Xu G E 2 . II est clair que cet element appartient 
a Ui, done a Si. On doit montrer qu'il verifie la condition (1). C'est clair puisque u 
conserve le sous-espace de base (vj)j=2,..., r tandis que X annule ce sous-espace. Le meme 
raisonnement s'applique a l'ensemble S + E 2 . Soient u G U 2 et X G E 4 . Puisque E 3 est 
stable par conjugaison par Lq, on u^Xu G E 3 . Pour prouver que cet element appartient 
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a £4, on doit montrer qu'il verifie (3). Soit w G W" . On a uw G w + Z + , puis X«w = Xw 
car X annule Z+. On a 6 car X G £4. Or -u" 1 conserve cet espace, done 

u~ l Xuw G Z + © D. Si d est pair, on a Xws G Ft> r et w _1 conserve cette droite, done 
aussi u~ 1 Xuws G Fv r . Cela prouve (4). 
On va montrer 

(5) pour i = 1, 4, l'ensemble E + 5 + £j est stable par conjugaison par C/j. 

Pour i = 1, e'est la premiere assertion de l'enonce. Supposons i > 2. On sait deja par 

(4) que S + £j est stable par conjugaison par C/j. On doit done prouver que, pour w G C/j, 
on a (u~ l Eu — S) G £«. En raisonnant par recurrence sur i, on peut supposer que l'on a en 
tout cas {u~ l Eu — E) G £j_i (pour i = 2, cette hypothese resulte de la premiere assertion 
de l'enonce). On doit montrer que cet element verifie les conditions (1), resp. (2), (3), si 
i = 2, resp. i = 3,4. Supposons i = 2. Soit j = 2, ...,r. On a -uf^ = i>j et u _1 Vj-i = Vj-i 
par definition de U 2 - On a aussi Evj = £j-iVj-i et on deduit l'egalite {u~ x Eu — E)vj = 
que l'on cherchait a prouver. Supposons % — 3. On a m>i = t>i, Si^ = £0^0; u~ 1 Vq = Vq par 
definition de U 3 , d'ou encore l'assertion. Supposons i — 4. Pour «; G W", on a -uw = u> 
et Hu? = 0. Done (u^Eu — E)w = et u _1 Eu verifie la condition requise. Cela demontre 

(5) . 

Grace a (5), pour % — 1, ...,4, on peut former le quotient Ui Xu i+ i £j+i de Uj x £ i+1 
par la relation d'equivalence (u, X) = (u', X') si et seulement s'il existe v G U i+i tel que 
(i/,X') = {uv,v~ l Xv). On va montrer que 

(6) l'application 

U t x (E + S + E i+1 ) -> ~ + S + £ l 
(u, X) 1— > u~ l Xu 

se descend en un isomorphisme de C/j x^ x £ i+ i sur E + 5 + £«. 

Supposons i — 1. Posons £7^ = C/i fl M 2 . Ce groupe s'identifie au radical unipotent 
du sous-groupe de Borel B de GL(Z + ) qui conserve le drapeau 

Fv r C Fv r © Ft) r _i C ... C Ff r © ... © Fv x . 

L'application produit de Ub x C/2 sur U\ est un isomorphisme. II sufRt de prouver que 
l'application 

U B x (E + S + £ 2 ) -> S + 5 + £1 
(w,X) ^ u-^u 

est un isomorphisme. On a £1 = b©£3, £2 = £©£3 et r est le sous-ensemble des elements 
de b dont seuls les termes de la derniere colonne sont non nuls. Definissons E G q" par 
Evj = tlj-iVj-x pour j = 2, r, Ev 1 = et E annule Vq. On a E G End(Z + ) C m 2 . Pour 
u E Ub, 1' image de w — 1 est contenu dans le sous-espace de V"' engendre par les vecteurs 
vj pour j = 2, r et i>_j pour j — 1, r — 1. L'element S — S annule cet espace. Son 
image est contenue dans le plan engendre par vq et i>_i, lequel est annule par -u -1 — 1. 
On en deduit que u~ x Eu — E = u^Eu — E. On est ramene a prouver que l'application 

U B x(E + t) -> 2 + b 
(w,X) ^ u- l Xu 

est un isomorphisme. Tout se passe dans End(Z + ). L'assertion est bien connue et se 
prouve en filtrant Ub de la facon habituelle. 
Supposons i = 2. L'application 

Hom(D, Z+) xf/ 3 ^ U 2 

(Y, u) I— > exp(Y)u 
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est un isomorphisme. On est ramene a prouver que l'application 

Hom(D, Z+) x (S + S + E 3 ) -> S + 5 + £ 2 

(F,A) h-> exp(-Y)Xexp(Y) 

est un isomorphisme. D'apres (4), .S + Es est stable par conjugaison par exp(Y) pour tout 
F G Hom(D, Z + ). Cela nous ramene a prouver que l'application de Hom(D, Z + ) dans 
r = E 2 /E 3 qui, a Y G Hom(D, Z + ), associe l'image dans E 2 /E 3 de exp{— Y)Eexp(Y) — S, 
est un isomorphisme. L'espace r s'identifie a Z + par X 1— > Xv\. II s'agit done de montrer 
que l'application 

Hom(D, Z + ) -> Z + 

F I— > (exp(— F)Sea;p(F) — S)i>i 

est un isomorphisme. On a exp(F)fi = v±, Evi = £,o v o, exp(—Y)v = —Yv + v . L'ap- 
plication est done Y 1— > — Ft> , qui est bien un isomorphisme. 
Supposons i = 3. L'application 

#om(PF", Z+) xf/ 4 ^ C/ 3 

(F, u) I— > exp(F)M 

est un isomorphisme. D'apres (4), l'ensemble E 4 est invariant par conjugaison par £/ 2 . 
Comme dans le cas % = 2, on est ramene a prouver que l'application de Hom(W", Z + ) 
dans S 3 /E 4 qui, a Y G Hom(W" , Z + ) associe l'image dans E 3 /E 4 de exp(— Y)(E + 
<S , )exp(y) — E — 5, est un isomorphisme. Supposons d impair. Notons pr°3z + la projection 
de V" sur Z + de noyau V^"©Z_. Alors S 3 /E 4 s'identifie a Hom(W", Z + ) par l'application 
qui a X G S 3 associe la restriction a W" de projz + ° X. Soit u> G W". On a exp(Y)w = 
w+Yw, Sexp(Y)w = Sw, exp(—Y)Sexp(Y)w = Sw—YSw, Ew = 0, Eexp(Y)w = EYw. 
Ce dernier element appartient a l'espace Z +>0 de base (fj)j=o,...,r- 1- Puisque F annule 
Z + 0, on a exp{— Y)EYw = EYw. Done 

proj^ + ((ea;p(— F)(S + S')exp(y) — S — S)w) = projz + (EYw — YSw). 

On a introduit ci-dessus un element E. On a projz + °E = E sur Z + . La formule ci-dessus 
devient 

proj z+ ((exp(-Y)(E + S)exp(F) - S - S)w) = (SF - YS)w, 

et on est ramene a prouver que l'application Y 1— > SF — FS* de Hom(W", Z + ) dans 
lui-meme est un isomorphisme. Pour k — 0, ...,r, introduisons le sous-espace de Z + 
de base (i>j)j=i,...,fc. L'espace Hom(W", Z + ) est filtre par les Hom(W", L'application 
precedente respecte cette filtration et l'application du gradue qui s'en deduit est la meme 
que celle deduite de F 1— > FS*. Cette derniere est un isomorphisme puisque les valeurs 
propres de S agissant dans W" sont non nulles. Supposons maintenant d pair. Notons 
proj z+fi la projection de V" sur Z +fi de noyau Fv r © W" © Z_. Alors S 3 /E 4 s'identifie 
a Hom(Wg, Z + ) © Hom(Fws, Z+,o) par l'application qui, a A G E 3 associe la somme 
de la restriction a W 7 ^' de projz + o X et de la restriction a Fws de pr°3z +0 A. Soit 
F G Hom(W", Z+), que Ton decompose en F = Y x + F 2 avec F G Hom(Ws, Z + ) et F 2 G 
Hom(Fws, Z+). On verifie comme ci-dessus que l'image de exp(—Y)(E+S)exp(Y)—E—S 
dans S 3 /E 4 est la somme de la restriction a Wg de SFi — FiS* et de SF 2 . Parce que 
les valeurs propres de S dans Wg sont non nulles, l'application Y x 1— > EFi — F x est 
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un isomorphisme pour la meme raison que ci-dessus. L 'application Y 2 i— > SYi est un 
isomorphisme car S se restreint en un isomorphisme de Z + sur Z +j0 . 

Supposons i — 4. Grace a (4), on est encore ramene a prouver que l'application de 
U4 dans S4/E5 qui, a Y G U4, associe l'image de exp(— Y)"Eexp{Y) dans X 4 /E 5 , est un 
isomorphisme. L'espace u 4 , resp. u^, A u », a pour base les c(vj,v k ) pour 1 < j < k < r, 
resp. pour < j < k < r, pour < j < k = j + 1 < r. L'injection de ud dans £4 
se quotiente en un isomorphisme de Ud/A u // sur £ 4 /E 5 . Un calcul simple montre que 
l'application qui nous interesse s'identifie a l'application r : U4 — > u.d/A u « ainsi definie : 
pour 1 < j < /c < r, r(c(f :) ', ffc)) est l'image dans Ud/A u » de 0(^,^-1) — c(u,-_i, ffc). 
Pour / G {0, ...,r} notons E\ le sous-espace de Up engendre par les c(vj,Vk tels que 
< j < k < I + j < r. L'espace U£)/A u » est filtre par les espaces EijE x . L'espace u 4 est 
filtre par les espaces E1-1 fl u 4 . On verifie que r est compatible avec ces filtrations et que 
l'application graduee qui s'en deduit est un isomorphisme. Cela acheve la preuve de (6). 

En appliquant (6) successivement pour i = 1, ...,4, on obtient la seconde assertion de 
l'enonce. □ 



9.4 Polynome caracteristique 

On introduit un systeme hyperbolique maximal (w±j)j=i,...,m de W" ®p F forme de 
vecteurs propres pour S. On note Sj la valeur propre de S sur Wj, pour j > 0. Si d est 
impair, resp. pair, (u>±j)j=i,...,m est une base de W" <S>f F, resp. Wg ®f F. Si d est pair, 
on pose vg = q{wg). On introduit des coordonnees sur A en ecrivant un element X G A 
sous la forme suivante : 

- si d est impair, 

X = c(v , ^2 z i w i)+ z2 

j=±l,...,±m i=0, ...r— 1 

-si d est pair et r > 0, 

X = c(v , ^ ZjWj) + z c(w s ,v r ) + ^2 Kc(vi,v i+1 ); 

j=±l,...,±m i=0,...r— 1 



si d est pair et r = 0, 



X = c(v , z w s + ^ 

j=±l,...,±m 



ZjWj). 



Notons Rg le polynome caracteristique de S agissant dans W" . On a done 
Rs(T) = 



Uj=i m ( T2 - si d est impair, 

HI, si d est pair. 

Pour X G g", on note P x le polynome caracteristique de X agissant dans V". 

Lemme. Soit X G A, auquel on associe des coordonnees comme ci-dessus. On a les 
egalites suivantes : 
- si d est impair, 

P S+S+X (T) = T^R S (T)+ J2 ^Z-i ^TT 



T 2 - s) 

j=l,...,m J 
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+ Yl (-ly^^sCOT*- 1 - 2 ^ n & 

i=0,...,r-l j'=0,...,i-l 

■ si d est pair et r > 0, 

P H+5+x (T) = T 2 ^(T) + £ ^oz jZ ^ Rs ^ 2 +1 

j=l,...,m ' 3 

i=0,...,r— 1 i=0,. ..,r— 1 ? 

■ si <i est pair et r = 0, 

P S+S+X (T) = TR S (T)+ £ 4 W -,f|^+4^ 2 ^. 

j"=l,...,m i 



Preuve. On ecrit l'element S + S* + X comme une matrice. Les methodes usuelles de 
developpement selon les lignes ou les colonnes permettent d'exprimer son determinant 
comme une somme de termes aises a calculer et d'un determinant analogue a celui de 
depart mais associe a des valeurs de r ou m strictement inferieures. En raisonnant par 
recurrence, on obtient l'assertion. On renonce a rediger davantage la preuve. Indiquons 
simplement la forme de la matrice dans deux exemples. 

Supposons m = 2, r = 2 et d est impair. On choisit pour base ordonnee de V" la 
famille t> 2 , fi, w 2 , Wi, v , w_i, w_ 2 , i>_i, i>_ 2 - Dans cette base, la matrice de S + S + X est 



/ o 




















Ai 





\ 













2z/ A 











-A x 










S 2 





2u z 2 

























Si 


2u zi 





















-Z-2 


-2-1 





-zi 


-z 2 


-A 



















2fo^-i 


Si 

























2u z_2 





-s 2 






















-2^o£o 
















V o 
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/ 



Supposons m = 2, r = 2 et d est pair. On choisit pour base ordonnee de V" la famille 

i> 2 , Vi, w 2 , w 1 , ws, v , w_ 2 , f _i, v _2- Dans cette base, la matrice de S + 5 + X est 



/ o 











2v s z 











Ai 





\ 
















2z/ A 











-Ai 










S 2 








2u z 2 

























Si 





2u zi 











































-z 







£o 


-Z-2 


-Z-l 








~Z\ 


-22 


-A 






















2^o^-i 


-si 




























2u Z- 2 





-s 2 

























-2z/ £ 
















V o 
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Remarquons que les termes ZjZ-j, \i et z\ dans le cas ou d est pair sont determines 
par Ps+s+x- On a en particulier 

(1) z 3 z_ 3 - 



' 3 4u s] +2r RsAs 3 ) 
pour j = 1, ...to, ou Rs,j(T) = ff^, 



-x(0) 



( 9 \ 7 2 — ) (-i) r %"oR s ,o(o)n i=0 sir>0 

~~ 1 Ps+s+x(0) ■ „ 



o, 



ou Rs,o(T) = Rs ^ . Posons d" = dim(V") et notons Pold» l'espace des polynomes de 
degre d" , a coefficients dans F, de coefficient dominant egal a 1 et ne contenant que des 
puissances de l'indeterminee T de meme parite que d" . C'est exactement l'espace des 
polynomes caracteristiques des elements de q"(F). Introduisons le sous-ensemble Pol%„ 
formes des polynomes P tels que 

P est le polynome caracteristique d'un element de F G %" eg {F) ; 

P(sj) 7^ pour tout j — 1, to et P(0) 7^ si d est pair. 

C'est un ouvert de Zariski non vide de Pold"- Notons A s le sous-ensemble des X G A 
tels que S + 5 + X G g" eg (F), Zj 7^ pour tout j G {±1,...,±to} et de plus, si d 
est pair, z Q 7^ 0. C'est exactement l'image reciproque de Po/f„ dans A par l'application 
X 1— > Done A 5 est un ouvert de Zariski non vide de A. Les formules du lemme 

montrent que l'application precedente restreinte a A s est une application P-analytique 
surjective et partout submersive de A s sur Pol^„. 



9.5 Orbites dans H + S + A 

Notons S s le sous-ensemble de £ tel que l'image de U"(F) x (2 + 5* + A 5 ) par 
l'isomorphisme du lemme 9.3 soit S + 5 + 

Lemme. Le groupe Hg(F)U"(F) agit par conjugaison dans H + S'+E 5 et cette action est 
libre. Deux elements de S + 5 + X 5 sont conjugues par un element de G" si et seulement 
s'ils le sont par un element de Hg(F)U"(F). 

Preuve. Soient FGS + S + E 5 etc/G H%(F)U"(F) tels que g~ x Yg = Y. Par 
definition de S 5 , on peut ecrire Y = u~ l Y'u, avec u G C/"(P) et F' G S + 5 + A 5 . 
Alors ug^vT^Y'ugvT 1 = Y'. Quitte a remplacer Y par Y' et g par ugu~ l , on est ramene 
au cas ou Y G S + S + A 5 . On peut ecrire g = tu, avec t G Hg(F) et u G U"(F). La 
conjugaison par t fixe S+S* et conserve A. Plus precisement, introduisons des coordonnees 
sur A comme en 9.4. L'element t agit par homothetie sur chaque droite Fwj, pour 
j = ±1, ... ± to. Pour j > 0, on note tj la valeur propre associee. Alors la conjugaison 
par t laisse inchangees les coordonnees A, et z dans le cas ou d est pair. Elle agit sur les 
coordonnees restantes par 

(f) (z r , Zi, Z—i, Z-r) I— > (t r Z r , ti^i, t 1 Z_i,...,t r Z_ r ). 

Posons F' = t~ l Yt. Alors F et F' sont deux elements de H + S' + A qui sont conjugues par 
l'element u G U"(F). Le lemme 9.3 entraine que u = 1 et F = Y' . Ecrivons F = E+S+X, 
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avec X G A 5 . Les coordonnees Zj de X sont toutes non nulles et la formule ci-dessus 
mo ntre que X ne peut etre fixe par t que si tous les tj valent 1, autrement dit t = 1. 
Done g — tu — 1 et cela demontre la premiere assertion de l'enonce. 

Comme ci-dessus, on peut remplacer dans la seconde assertion l'ensemble S + S + T, s 
par S + 5 + A 5 . Soient A s , notons comme en 9.4 les coordonnees de X et notons 

par des lettres soulignees celles de X. Supposons H + S* + X et S + 5 + X conjugues 
par un element de G" . Alors P^+s+x = Ps+s+x- D'apres les remarques du paragraphe 
precedent, on a ZjZ-j = ZjZ_j pour tout j = 1, ...,m, Aj = A, pour tout i = 0, ...,r — 1 
et 

2 o — z_q si d est pair. Supposons d'abord d impair. La formule (1) ci-dessus montre 
qu'il existe un unique t G Hg{F) tel que t _1 Xt = X. L'unicite de t et le fait que A et A 
sont tous deux dermis sur F entrainent que t G Hg(F). Alors E + S + X et E + S + X_ 
sont conjugues par un element de Hg(F), ce que Ton voulait demontrer. Supposons 
maintenant d pair. On trouve comme dans le cas d impair un unique element t G Hg(F) 
tel que t~ x Xt = X_ ou X_', ce dernier element ayant les memes coordonnees que X, a 
l'exception de z qui est change en — z . On a alors soit t~ 1 (S + S + X)t = S + 5 + X, 
soit + 5 + X)t = S + 5 + X'. II suffit pour conclure de prouver que cette deuxieme 

possibilite ne se produit pas. Considerons l'element 5 du groupe orthogonal G" + (F) qui 
agit par multiplication par —1 sur la droite Fws et qui fixe tout element de l'orthogonal 
de cette droite. On verifie que + S + X)8 = S + S + X'. On sait par hypothese 

que S + 5 + X est conjugue a S + 5 + X par un element de G" . S'il etait conjugue par 
t a S + S + X', les deux elements H + S + Xet S + S + X' seraient conjugues par un 
element de G" et l'ensemble 5G" couperait le centralisateur de S + 5 + X dans + . 
Or ce centralisateur est contenu dans G" parce que S + S + X est regulier et n'a pas 
de valeur propre nulle (cela parce que son polynome caracteristique n'est pas nul en 0). 
Puisque 5 G" G", on obtient une contradiction qui acheve la preuve. □ 

9.6 Mesures autoduales 

Considerons l'application 

C 9 (F)^ U (t(F)nC 9 (F))/W(G",T) 

TeT(G") 

qui, a un element de g" eg (F), associe l'unique element de l'ensemble d'arrivee qui lui est 
conjugue par un element de G"(F). Elle est analytique. Pour tout sous-tore maximal 
T de G", on note t(F) s le sous-ensemble des elements de t(F) qui sont conjugues a un 
element de S + S + S 5 par un element de G(F). L'application precedente se restreint en 
une application analytique 

(1) H + S + E 5 ^ jj t(F) s /W{G",T). 

TeT(G") 

Elle est surjective. Si on note (S + S + E s )/Hg(F)U"(F) l'ensemble des classes de 
conjugaison par Hg(F)U"(F) dans 2 + 5* + S 5 , le lemme precedent montre qu'elle se 
quotiente en une bijection 

(2) (Z + S + Z S )/H'£(F)U"(F)^ |J t(F) s /W(G",T). 

T&T(G") 
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On munit l'ensemble de depart de la mesure quotient des mesures deja fixees sur S+S'+E 5 
et Hg{F)U"{F). Les remarques de la fin du paragraphe 9.4 montrent que l'application 
(1) est partout submersive. La mesure sur l'ensemble de depart de (2) s'identifie done a 
une mesure reguliere sur l'ensemble d'arrivee. Pour tout T G T(G"), l'ensemble t(F) 
est ainsi muni d'une mesure que Ton note d^Y. Rappelons que Ton note simplement dY 
la mesure autoduale. 

Lemme. Pour tout T G T(G"), on a l'egalite d^Y = D H " (S)- 1 ' 2 D G " {Yfl 2 dY en tout 
point Y G t(F) s . 

Preuve. Fixons T G T(G"). Un objet tel que t{F) s ou t{F) s /W{G", T) n'a pas de 
structure algebrique naturelle. Commengons par algebriser la situation. On considere S 5 
comme une variete algebrique (un ouvert d'un espace vectoriel). Notons W{G",T) = 
NorrriG"(T)/T, introduisons l'ensemble t s des elements de t qui sont conjugues a un 
element de S + S + S 5 puis le quotient t/W(G" ,T). Ce sont des varietes algebriques. II 
y a une application algebrique 

(3) t : E + S + Z s -> t s /W{G",T) 

qui se quotiente en un isomorphisme 

(4) (S + S + E 5 )/#£[/" -> i s /W(G", T). 

La structure algebrique sur t 5 /W(G", T) determine une structure analytique sur (t s /W(G", T))(F). 
II y a une application naturelle 

t: t(F) s ^ (i s /W(G",T))(F), 

qui est localement un isomorphisme de varietes analytiques. Cela va nous permettre de 
remplacer l'application (2) par son avatar algebrique (4). 

Rappelons que, une fois le corps F muni de la mesure autoduale, pour toute variete 
algebrique lisse X definie sur F, une forme differentielle 5 sur X, definie sur F et de 
degre maximal, definit une mesure \8\p sur X(F). Plus generalement, ne supposons plus 
6 definie sur F. II existe une fonction algebrique a sur X, non nulle et telle que aS soit 
definie sur F. Etendons la valeur absolue de F a F. On definit une mesure \8\ F sur X(F) 
par 

\S\f = \oi\ F 1 \a5\F- 

Cela ne depend pas du choix de a. En particulier, soit E un sous-F-espace de q"(F) sur 
lequel la forme < ., . > est non degeneree. Fixons une base (ek)k=i,...i de E sur F, notons 
Q la matrice / x / telle que Qk,k' =< e fc, > ecrivons tout element de E sous la forme 
e = Ylk=i i x k e k- Definissons la forme differentielle 5 = f\ k=1 l dx k - On verifie que la 
mesure autoduale sur E est 

(5) \det(Q)\ F 1/2 \5\ F . 

Supposons maintenant que (ek)k=i,...,i est une base de E ®f F. La forme differentielle 
5 = Afe=i idxk n'est pas, en general, definie sur F mais il existe a G F x tel que aS le 
soit et on peut definir \5\ F comme plus haut. Un simple calcul de changement de bases 
montre que la mesure autoduale sur E est encore donnee par la formule (5). 
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Choisissons des formes lineaires Y i— > y k , k = sur t de sorte que, pour un 

element F 6 ten position generate, Taction de Y dans V" ait pour valeurs propres non 
nulles (±yfc)jfc=i,...,j. Avec des notations evidentes, on a l'egalite 

<YX>=\trace(YY')= ^ y k y' k . 

k=l,...,l 

Definissons la forme differentielle S t sur t par St = /\ k=1 \dyk- La formule (5) montre 
que la mesure autoduale sur t(F) est \S t \p- Fixons un sous-ensemble positif de l'ensemble 
des racines de T dans g". Pour Vet, posons 

d G "(Y) = Ha(Y), 

le produit etant pris sur cet ensemble de racines. On verifie que la forme differentielle 
d G St se descend en une forme differentielle sur t/W(G",T), que l'on note St/w- Evidem- 
ment, la mesure autoduale sur t(F) est 

(6) dY = \d G "(Y)\- F Y(S t/w )(Y)\ F = D G " (Y)~ 1 / 2 \L*(S t /w)(Y)\ F . 

Introduisons comme en 9.4 un systeme hyperbolique maximal (tu±j)j=i,...,m de W" '<S>f 
F forme de vecteurs propres pour S, done aussi pour Hg. Pour t G Hg et j = 1, ...,m, 
notons tj la valeur propre de t sur Wj. Definissons <5#» = (Ilj = i m^i) 1 Aj=i m^r 
La formule (5), remontee au groupe par l'exponentielle, montre que es ^ ^ a m esure 

que nous avons fixee sur Hg(F). Fixons une base de u"(F) sur F et prenons pour S u >> le 
produit, dans un ordre fixe, des differentielles des coordonnees relativement a cette base. 
On a implicitement fixe une mesure sur u"(F), mais notre probleme est insensible au choix 
de cette mesure. On peut done supposer que cette mesure est |5 u "|f- Via l'exponentielle, 
S u rr definit une forme differentielle Su" sur U" et la mesure de Haar sur U"(F) n'est 
autre que Introduisons des coordonnees sur Ao (qui est vu ici comme une variete 

algebrique sur F) en ecrivant tout element X de cet ensemble sous la forme 

- si d est impair, X = c(v Q , J2j=±i,...,±m z J w j) ' 

- si d est pair, X = c(v , z w s + J2j=±i,...,± m z j w j)- 

Remarquons que l'eventuel terme Zq n'est pas le meme qu'en 9.4. Puisqu'on a ici 
etendu les scalaires, on peut supposer q(v ) = 1 et, si d est pair, q(wg) = —1. On verifie 
alors que 

< X,X' >= \trace{XX') = [z Q z' ] - ^ Zjz'_ p 

±l,...,±m 

ou, ici comme dans la suite, on indique symboliquement entre crochets les termes qui 
n'existent que dans le cas d pair. On pose 

S Ao = /\ dzj. 

j=[0],±l,...,±m 

D'apres (5), \Sa \f est la mesure autoduale sur A . Notons (aj)j=i,...,r les valeurs propres 
sur les vecteurs (i'i)i=i,..., r d'un element de a. Definissons S a = f\ i=1 r da,i. D'apres (5), 
\So\f est la mesure autoduale sur Of- Rappelons que E = o © Ao © u". On definit la 
forme differentielle 5 sur S + S + S 5 qui, via la translation par S + S, correspond a la 
forme differentielle S a A S\ A S u n sur S 5 . Alors \S\f est la mesure que nous avons fixee 
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sur S + S + S 5 . On verifie que 5 est invariante par conjugaison par HgU". II y a alors 
une forme differentielle 5 sur le quotient (S + 5 + S 5 ) /HgU" de sorte que, via le choix 
de sections locales, on ait l'egalite 5 = A A 8. Par (4), <5 correspond a une forme 
[35 t /w sur t/W(G",T), oil /3 est une fonction algebrique sur cette variete. Remontons (3 
en une fonction sur t. En tenant compte de (6), on voit que l'on a l'egalite 

(7) dx(Y) = D G " ' {Yf> 2 \P{Y)\ F dY 

pour tout Y G t(F) s . 

II s'agit de calculer la fonction (3. Supposons d'abord r = 0. Dans ce cas S = et 
U" = {1}. Introduisons le sous-ensemble Ai des elements X G A ecrits comme plus 
haut, tels que z_j = 1 pour j = 1, m. L'action (t, S + X) i— > S + X' — t(S + X)t~ l de 
Hg sur S + S s'ecrit, avec les systemes de coordonnees que Ton a introduits, 

((tj)j=l,...,m, (Zj)j=[0],±l,...,±m) ^ (^')j=[0],±l,...,±m, 

ou = tjZj et z'_j = t] l Z-j pour j = 1, ...,m, et = ^ dans le cas d pair. De cette 
action se deduit un isomorphisme de Hg x S + Ax sur l'ensemble des S + X G 5* + A dont 
toutes les coordonnees z_j sont non nulles, lequel contient S + T, s . On peut identifier 
(S* + £ )/Hg avec un ouvert dense de Ai et on verifie que, modulo cette identification, 
5 = f\j=\o],i,...,mdzj. Soient X G Ai de coordonnees (%)j=[o],i,...,m et F G t de coordonnees 
(yk)k=i,...,i- On suppose que l'image de S + X par (4) est l'image de Y dans i/W(G", T). 
Supposons pour fixer les idees d pair. On a I — m + 1 et 

P 5+ x(T)=P y (T)= J] (T 2 -^). 

fc=i,...,« 

Les formules 9.4(1) et 9.4(2) deviennent 

ru=i,...,i(s? - ^) 



1 1/ I m;j'^j( S j S |') 

pour j 7^ et 



Z 



2 



llfe=l,...,m a j 



Cette derniere relation signifie qu'il existe e G {±1} tel que 

n fc =i is/* 



-20 = 



rifc=l,...,m S j 

En derivant de fagon usuelle, on obtient 



pour j 7^ et 



ou 



dz i = ~ s j 2 I I ( s ? ~~ s j') 1 A?.*^ 

j'=l,...,m;j'^j k=l,...,l 

dz = e J] sj 1 A 0tk dy k , 

k=l,...,m k=l,...,l 

A , = r ^n fc '=i,...,i;feYfe( s i - ^')- si ^ °> 
5,fc 1 n fe '=i,...,^fc^'' si .7 = 0. 
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D'ou 

/\ dz j = (-l) m e J] sj 3 H (s)-s),y l det(A) f\ dy k , 

j=0,...,m j=l,...,m j,j'=l,...,m;j^j' k=l,...,l 

ou A est la matrice carree de coefficients A j:k . Posons s = et 

B hk = n ^-vD- 

On a 

ykBj, k , si j ^ 0, 

(-ir^di^w^ 1 )^, sij = o. 

Done det(A) = (—l) m det(B). On laisse au lecteur le calcul elementaire du determinant 
de B, qui vaut 

det(B) = FJ (a J_4) FJ (^-^) 

0<j<j'<m l<k<k'<l 

= { _ ir+ «i-m yi s ] n n (^-^)- 

j=l,...,m l<j<j'<m l<k<k'<l 

D'ou 

(8) a n (^-^) a d w» 

j=0,...,m l<fc<fc'<« fc=l,...,Z 

ou e' = ±1 et 

d H '\s)= n * n ( s ?-4)- 

j=l,...,m l<j'<j<m 

Remarquons que le produit intervenant dans (8) est egal a ±d G "(Y). Alors (8) devient 

5(S + X) = e"d H "(S)- 1 5 t/w (Y), 

avec e" = ±e, d'ou /5(F) = e"d H "(S)-\ Puisque |d H "(S , )| F = D H '\S) 1 ' 2 , la formule (7) 
devient celle de l'enonce. 

Passons au cas oiir ^ 0. Quitte a conjuguer T par un element de G", on peut supposer 
A C T. On a alors T = ATo ou To est un sous-tore maximal de Gq. On peut supposer 
que les coordonnees que l'on a introduites sur t et a sont compatibles. Precisement, soit 
Yet, ecrivons Y = Y a + Y , avec Y a e o et Y e to, et introduisons les coordonnees 
(Uk)k=i,...,i de F et (ai)i=i,..., r de Y" a . On peut supposer = yj pour tout i — 1, ...,r. En 
se plagant dans Gq, on definit la variete to/W^(Go, To) munie de sa forme differentielle 
S^/w, la forme differentielle So sur (S + A )/Hg et la fonction /3 telle que l'application 

(S + A )/H'^io/W 

identifie 5 a PoS^/w, du moins sur un ouvert dense. Le calcul precedent s'applique : (3q 
est constante, de valeur eod H " (S)' 1 , ou e G {±1}. Considerons le diagramme 

U" x (S + 5 + a + A ) A S + 5 + E 

(S + Ao)xo -> (S + 5 + £)/[/" 

I I 
(5 + A )/^xo -> (S + 5 + Y.)/U"H% 

(t /jy(G ',T ))xa A i/W{G\T) 
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ou h{u", E + S + X a + X Ao ) = u"-\E + S + X a + X Ao )u" et f 2 (u", E + S + X a + X Ao ) = 
(S + X Ao , X a ), les autres applications etant evidentes. Ce diagramme est commutatif. 
Pour le voir, soient u" G U", X a G a et X Ao G A . Soit Y G to tel que la partie semi- 
simple de S + X Ao soit conjuguee a Y par un element de Gq. Soit Y G t tel que la partie 
semi-simple de S + S + X a + X Ao soit conjuguee a Y par un element de G" . L'image de 
(u", E + S + X a + X Ao ) par le chemin sud-ouest du diagramme est l'image de Y + X a dans 
t/W(G",T). Son image par le chemin nord-est est l'image de Y dans cet ensemble. Mais 
S + X a + X A() appartient a m" tandis que S appartient a u". Alors les parties semi-simples 
de S + S + X a + Xa et de S + X a + X Ao sont conjuguees par un element de G" . Done 
Y est conjugue a Y + X a et ces deux elements ont meme image dans t/W(G",T). Cela 
demontre la commutativite du diagramme. Ce raisonnement et le lemme 9.5 montrent 
que les fleches horizontales du diagramme sont des isomorphismes locaux, au moins si 
Ton se restreint a des ouverts denses de chaque variete, ce que Ton fait, ici et dans la 
suite. Du diagramme se deduit une application 

(U" x (S + S + a + Ao))/U"H% ^ t/W(G", T), 

qui est toujours un isomorphisme local. Munissons S + S + a + A ~ a + A de la 
differentielle 8 = 5 a A 5\ . On en deduit une forme differentielle 8 sur l'espace de depart 
de g. Calculons g*{8i/w) en utilisant le chemin sud-ouest du diagramme. D'apres les 
definitions, fl{5 i/w ) = ±d G " (d G o)- l 5 k)/w A5 a . Puis f!fZ(5_ i/w ) = ±(3q 1 cI g " {d G o)-% A5 a . 
Les deux applications verticales restantes identifient 8 a So A 5 a et on obtient 

(9) g*(S l/w ) = ±[3 1 d G "(d G °)- 1 8. 

Utilisons le chemin nord-est. Par la suite d'applications verticales, Syw se releve en la 
forme P _1 S sur S + S + £). Soit 7 la fonction telle que f*(S) = 7<5[/» A 8. Alors 

(10) g\S l/w ) = ± 1 f3~ l 8. 

Soient X a G a et X Ao G A . Posons X = S + X a + X Ao . La differentielle de fx au point 
(1, E + X) se calcule aisement. C'est l'application 

u"x(a+f ) -> S = a + f + u" 
(N,X' a + X'J » X' a + X' Ao -[N,E + X] 

Parce que X appartient a m" et S a u", on peut trouver une base de u" telle que 
l'application 1— > [N, X] soit diagonale, tandis que l'application composee de A^ 1— > 
[N, S] et de la projection sur u" soit nilpotente superieure. Le determinant de l'application 
(11), e'est-a-dire 'j(X), est done le meme que celui de l'application A^ 1— > [N, X] de u" 
dans lui-meme. Celui-ci est egal a ±d G (X)d G °(X)~ 1 . En reportant cette valeur dans 
(10) et en comparant avec (9), on obtient (3 = ±(3 = ±e d H " (S)^ 1 . Comme dans le cas 
r = 0, la formule (7) devient celle de l'enonce. □ 



9.7 Sections locales 

L'application (1) de 9.6 est analytique. Le lemme 9.3 et la preuve du lemme 9.5 
montrent qu'elle est partout submersive. Pour tout T G T(G"), on peut done fixer une 
application localement analytique 

t{F) s -> 2 + S + 
Y h+ Ys 
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de sorte que le diagramme 

E + S + Z s -> t(F) s /W(G", T) 

\ / 

soit commutatif. II existe une application Y \— > 7y de t(F) s dans T(F)\G"(F), localement 
analytique, de sorte que F E = 7y 1 F7 Y . Mais l'application G"(F) -> T(F)\G"(F) admet 
elle-meme des sections localement analytiques. On peut done supposer que l'application 
F i— > 7y est localement analytique a valeurs dans G"(F). 
On va montrer 

(1) soit ujt un sous-ensemble compact de t(F) ; on peut choisir l'application F i— > F E 
telle que l'image de t(F) s 'nc<;T< soit contenue dans un sous-ensemble compact de S + S'+A. 

D'apres le lemme 9.3, on peut supposer que F s G S + 5 + A 5 pour tout F G t(-P 1 ) s - 
Soit F G t(F) 5 ricJr, posons F^ = S + S + X et introduisons les coordonnees de X comme 
en 9.4. Les coordonnees Aj sont lineaires en les coefficients du polynome caracteristique 
Py(T), et sont done bornees. De meme, l'eventuelle coordonnee Zo et les produits ZjZ-j, 
pour j = l,...,m, sont bornes. Montrons que Ton peut supposer chaque z±j borne. 
Considerons d'abord deux cas particuliers. Dans le premier, on suppose qu'il existe une 
extension Fi de F de degre m et une extension quadratique F 2 de Fi telle que Hg(F) 
soit le noyau de la norme de _F 2 X dans F^ . Dans ce cas, on peut identifier W" a F 2 et 
Taction de Hg(F) sur W" a la multiplication. Posons w = - =±1 ±m zjWj G IF" = F 2 . 
En normalisant convenablement les vecteurs Wj, les coordonnees z±j sont les images de 
w par les differents plongements de F 2 dans F. Alors ces coordonnees ont toutes la meme 
valeur absolue. Puisque les produits ZjZ_j sont bornes, chaque terme z±j Test aussi. Dans 
le deuxieme cas particulier, on considere une extension F\ comme ci-dessus et on suppose 
que Hs{F) = F* . Dans ce cas, on peut identifier W" a F\ © F\ et Paction de Hg(F) 
sur W" a l'application (h,w + © wJ) \— > hw + © /i~ 1 u'_. Definissons u> comme ci-dessus. 
On peut supposer que ses deux composantes w + et u>_ sont respectivement egales a 
Y2j=i m z j w j e ^ Sj=i m z -3 w -r P arce Q ue appartient a A 5 , w_ est un element non 
nul de F\. Posons h = W- G Hg(F). On peut remplacer w par hw. Pour cet element, les 
coordonnees z_j sont toutes egales a 1 et on conclut encore que les autres coordonnees 
Zj sont bornees. Dans le cas general, on peut decomposer W" en somme directe de 
sous-espaces et decomposer conformement Hg en produit de tores de sorte que chaque 
composante soit de l'un des deux cas particuliers que Ton vient de considerer. On en 
deduit la propriete requise. 

Supposons (1) verifiee. En appliquant 2.3(1), on voit que Ton peut choisir l'application 
F i— > 7y de sorte qu'il existe c > tels que 

(2) aM<c(l + \logD G "(Y)\) 

pour tout F G t(F) s H oo T . 

9.8 Calcul de I K »(6",ip) 

Revenons a la situation de 9.1 et supposons que (p est a support dans oj" . Soit g G 
G"(F). D'apres l'hypothese sur 6", on a 

1(6", ^g) = J H „(S, ((V) f )0 = D H "(Sy/ 2 j {{^f)\h- l Sh)dh. 

Jh>>{f)\h"{f) 
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En utilisant le lemme 9.2, on obtient 

i(e",tp,g) = D H "(s) 1/2 [ [ 0VX s + h~ 1 sh + x)dxdh, 

J H£(F)\H"(F) JT, 



puis 

(i) iA0"M = D H '\syi* [ [ 

J H"(F)U" (F)\G" (F) J H£(F)\H" (F) 

J (VftE + hr x Sh + X)dX dhK"{g)dg. 



Remarquons que cette expression est absolument convergente : les trois integrates sont 
a support compact. On transforme cette expression en 



I AO", <p) = D H "{S) 1 ' 2 [ I I ( h °ipJ{Z + S + X)dX dhK"(g)dg 

J H"(F)U"(F)\G"(F) JH^(F)\H"(F) JT 

= D H "{Sf/ 2 [ [ (VftS + S + X)dXK"{g)dg. 

J H'J.(F)U"(F)\G"(F) JT 

Le lemme 9.6 nous permet de remplacer l'integrale interieure par 

£ \W(G",T)r [ [ (^J(y- 1 ^ 1 Y lY y)D H ''(S)-^D G "(Y)^dYdy 

TeT(G") Jh>>(F)U»(F) Ji(F)S 

= V \W(G" ,T)\~ l [ [ C Yy9 <p)XY)D H " (S)- 1/2 D G " (Y) 1/2 dYdy. 

TeT(G") JH>i(F)U"{F)Ji{F)S 

Un simple changement de variables conduit alors a l'egalite 

IA<TM= E \W(G'\T)\~ l I ( 0(g' 1 Ygy'( 1 y 1 g)dgD G "(Y) 1 / 2 dY 
tgT(g") J < f *> s Jg "W 

Pour T G T(G") et Y G t(F) s , definissons une fonction k y sur G"{F) par 

= v(A T ) / K , \ 1 y 1 ag)da. 
Ja t {f) 

Remarquons que cette expression ne depend pas du choix de l'application Y i— > 7y : tout 
autre choix remplace 7y par ^yy, avec y G Hg(F)U"(F), mais «" est invariante a gauche 
par ce groupe. On obtient : 

(2) E K^-W^T))- 1 

TeT(G") 

/ / ( p(g- 1 Yg)K Y (g)dgD G "(Y) 1 / 2 dY 

Ji(F) s JA T (F)\G"(F) 

Les transformations que Ton a effectuees sont justifiees par la convergence absolue de 
l'expression (1) de depart. 
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10 Calcul de la limite UmN^ooIx,u,N{0 , f 



10.1 Convergence d'une premiere expression 

On se place dans la situation de 8.2. D'apres la proposition 6.4 et le lemme 6.3(i), on 
peut fixer une famille finie (li)i=i,..., n d'elements de t) x ,re g (F) et une famille finie (cj)j=i v .. !n 
de nombres complexes de sorte que 

o x A x )= E <W H "(Yi,X) 

i=l,...,n 

pour tout X G oj fl f) x ,reg(-^ 1 )- Formulons cette propriete differemment, en utilisant les 
notations introduites en 5.4 : pour X G Q X (F), on note X = X' + X" la decomposition 
de X en somme d'un element X' G f4(-^) e ^ d'un element X" G ^"(i 71 ). II existe alors 
une famille finie S d'elements de f)" eg (F) et une famille finie (js)ses de fonctions definies 
presque partout sur ty x (F) de sorte que 

e x Ax) = J2Ux')] H "(s,x") 

ses 

pour tout X G u;r\t) x ,reg(F). Les elements S sont les differentes projections Y" . La preuve 
du lemme 6.3(i) nous autorise a remplacer les Yi par des elements assez voisins. On peut 
done supposer que le noyau de chaque S agissant dans W" est de dimension au plus 1. 
Les fonctions js sont combinaisons lineaires de fonctions X' i— > j Hx (Y- , X') et heritent 
done de leurs proprietes. 

Rappelons que, par construction, on a l'egalite H' x = G' x . Pour g G G(F), on a 

IxMf>9)= [ Ox,UX) 9 fl,„(X)dX. 

J S ' x {F)x\)"{F) 

En utilisant la formule de Weyl pour l'integrale sur q' x (F), on obtient 



D'ou 



/ / Xyfl^X'j + X")dX" dg> dX>. 

Jt'(f)\g' x (f) Jy>(F) 

w(*>/) = £ E w^or 1 / j5(x')^(xo 

X") Vl „(*' + X")dX" KN {jg)dg dX'. 



IT'(F)H"(F)U X {F)\G(F) Jt)"(F) 

On peut ecrire les deux dernieres integrates ci-dessus sous la forme 
III j H "(S,X>y"9ftjX' + X")dX H K N {fg)dgrdg. 

Jt'(F)G"(F)\G(F) Jh"(F)U x (F)\G"(F) JW'(F) 
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Les deux integrates interieures sont egales a I K »(9", tp), oil 9"{X") = j H "(S, X"), tp(X") = 
9 f XbJ {X' + X") et n"(g") = n N (g"g). Utilisons la formule 9.8(2) qui calcule cette expres- 
sion. La fonction tp qui y intervient est egale a 9 f Xj0J , avec la notation de 5.4. Quelques 
remises en ordre conduisent alors a l'egalite 

(1) W(0,/) = £ £ v{A T „)-'\W{G x ,T)\-' f J S (X')D G HX')D G "(X") 1/2 

SeS TeT(Gx) Ji'{F)xi»{F)S 

[ 9 f x jX' + X")K N , x „(g)dgdX"dX', 

Jt'(F)A t ,,(F)\G(F) 



ou 



KN,x»{g) = v{A T „) / K N ("f x ),ag)da. 
Ja^af) 



<A T „{F) 

Ces manipulations formelles sont justifiees par le lemme ci-dessous. Pour tout SeS 
et tout T G T(G X ), fixons une famille finie Qs,t de polynomes non nuls sur i(F). Pour 
tout e > 0, notons t(F)[S; < e] l'ensemble des X G t(F) pour lesquels il existe Q G Qs,t 
tel que |Q(X)|i? < e, et notons t(F)[S;> e] l'ensemble des X G t(F) pour lesquels 
|Q(X)|^ > e pour tout Q G Qs,t- Notons In,<€, resp. ijv,>e, l'expression obtenue a partir 
de l'expression (1) en remplagant les integrates sur t'(F) x t"(F) s par les integrates sur 
(t'(F) x t"(F) s ) n t(F)[S; < e], resp. (f(F) x t"(F) 5 ) n t(F)[S; > e]. On a evidemment 
l'egalite 

Ix,u,n(Q, f) = Fn,<€ + In,>€- 

Notons enfin |/| x ,w,at(^, /) et |/|jv,<e l es expressions obtenues en remplagant dans I x>w> n(0, f) 
(ou plus exactement dans l'expression (1)) et In,<€ toutes les fonctions par leurs valeurs 
absolues. 

Lemme. (i) II existe k G N et c > tel que \I\ x ,w,n(@, f) < cN k pour tout N > 1. 
(ii) II existe un entier b > 1 et c > tel que |i"|jv<Ar- 6 < cN~ l pour tout N > 1. 



Preuve. Soit SeS. Notons (±Sj) J=li . _ >m les valeurs propres non nulles de Taction de 
S sur W". Pour X" G tf'(F), posons 

Ci (X"\ = S ^3=i,-,m s J lp x"(sj), si d est impair 
W } I n,-=i,..., m ^''(*i), si est pair. 

Certainement, Qs est un polynome non nul sur l'algebre de Lie de tout sous-tore maximal 
de G" . Soient T G T{G X ) et ujt" un sous-ensemble compact de t"(F). On va montrer 
(2) il existe un entier k G N et c > tels que 

k n ,x"(9) < cN k a{g)\l + \log\Q s {X")\ F \) k {I + |Zop D G "(X")|) fc 

pour tout X" G t"(F) 5 n uj t », tout g e G{F) et tout N > 1. 

Commengons par deduire l'enonce de (2). On peut fixer S G S et T G T{G X ) et 
considerer l'integrale 

/ |j 5 (X')| J D Gi (X') J D G "(X") 1/2 

</t'(F)xt"(F) s 
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/ 

JT' 



>ftjX' + X")\K N , x „(g)dg dX" dX'. 



\!) 

IT'(F)A T „(F)\G(F) 

Introduisons une notation imprecise mais commode. Soient deux nombres a et b dependant 
de variables, ici N, g, X' et X". On ecrit a << b pour dire qu'il existe c > tel que, 
quelles que soient ces variables, on ait a < cb. D'apres la definition de js et un resultat de 
Harish-Chandra ([HCvD] theoreme 13), on a \j s (X')\ « D G '*(X'y 1 / 2 . D'apres 3.1(5), 
on peut fixer un sous-ensemble compact Y C G(F) tel que 9 f x ^ = si g G" G X (F)T. 
On peut done fixer 7 G T et remplacer l'integrale sur T'(F)A T »(F)\G(F) par celle sur 
T'(F)AT"(F)\G x (F) r y. On peut majorer | 7 /^. w | par une combinaison lineaire de fonction 
f®f" ou /' G C™(q' x (F)), f" G C~(fl"(F)) et /' et /" sont a valeurs positives ou nulles. 
On est ramene a majorer 



/ 

J Ar 



I D G '*{X') l / 2 D G "{X") 1 / 2 j 

A'(F)xt"(F) s JT'(F)\G' X (F) 

f\g'- 1 X'g')f"(g"- 1 X"g")K NtXf ig'g" 1 )dg"dg'dX"dX'. 



IA T „(F)\G"(F) 

On peut fixer un sous-ensemble compact ut" C t"(F) tel que, pour tout g", la fonc- 
tion X" 1 — > f"(g"~ 1 X"g") sur t"(F) soit a support dans oo T "- Grace a 2.3(1), on peut 
supposer que les g" intervenant dans l'integrale verifient cr(g") « 1 + \log D G (X")\. 
Puisque G' x — H' x C H, on a i^N,x"{g'g"l) = K N,x"(g"l)- En appliquant (2), on obtient 
«at,x» {g'g"i) « N k <p(X") ou 

<p(X») = (1 + MQ 5 (X")M) fe (l + |WL> G "(X")|) 2fe . 

L' expression a majorer devient 

N k [ D G '*(X>f 2 D G "(X"f 2 [ 

Ji'(F)xi"(F) s JT' 



s 

J Ar 



(F)xt"(F)S JT'(F)\G' X {F) 

f(g'- 1 X'g')f"(g"- 1 X"g"MX")dg" dg' dX" dX'. 



IA T „(F)\G"(F) 

Elle est majoree par 



N k [ J Gx (X' + X", f f")(p(X")dX" dX'. 

Jt(F) 

D'apres Harish-Chandra, l'integrale orbitale est bornee. Elle est aussi a support compact, 
ce qui nous conduit a majorer 



N k j <p(X")dX"dX', 



ou uo T est un sous-ensemble compact de t(F). Le lemme 2.4 nous dit que l'integrale est 
convergente, ce qui entraine la majoration du (i) de l'enonce. Pour le (ii), on est de meme 
conduit a majorer 

N k [ ip{X")dX" dX' . 
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D'apres 1'inegalite de Schwartz, il suffit de majorer 

N k ([ dXf' 2 (f ^{X" fdX" dX') 1 ' 2 . 

Jw T m(F)[S;<N- b ] Juj t 

Le dernier terme se majore comme ci-dessus. Pour e > 0, on a 



/ 



dX< mes({X eco T ;\Q(X)\ F <e}). 

^nt(F)[S;< £ ] QeQsT 

D'apres [A5], lemme 7.1, il existe un reel r > tel que chacun de ces termes soit « e r . 
On en deduit une majoration 

\I\ N ,< N - b « N k ~ rb ' 2 . 

En prenant b > 2(k + l)/r, on obtient le (ii) de l'enonce. 

Prouvons (2). Remplagons V par V" dans les definitions de 7.2. On fixe un reseau 
special R" de V" de meme que Ton a fixe R, on note K" son stabilisateur dans G"(F) 
et on definit une fonction k" n sur G"(F). Posons 



k" nx „(1) = u(A T ") / K N (^ x },a)da. 
Ja t „(f) 



On va montrer 

(3) il existe un entier k G N et c > tels que 

«^„(1) < cN\l + \log(\Q s (X")\ F )\)\l + \log D G " \X")\) k 

pour tout X" G t"(F) s n uj t „ et tout N > 1. 

Deduisons d'abord (2) de (3). Pour un reel r > 0, posons = K n N(j y ou iV(r) est le 
plus petit entier superieur ou egal a r. On a 

(4) il existe c> tel que K N (g"g) < ^" N+Ca{g) {g") pour tous g G G(F), g" G G"(F). 
Ecrivons g" = m"u"k", avec m" G M"(F), «" G C/"(F), fc" G A"", puis k"g = 

muk, avec m G M(F), u G U(F), k E K. On a n N (g"g) = K N (m"m). Supposons ce 
terme non nul (done egal a 1), decomposons m" et m en m" = a" g$ et m — ago, ou 
a", a G A(F), ^ £ Go(-F) et go G G (.F). Alors < A pour tout % = 1, ...,r et 

9o~ 1 9o' ly o ^ z u p N Rq. On a er(m) << (x(g). Done |t>aZi?(aj)| << pour tout « = l,...,r 
et a(go ) << cr(<?). On en deduit d'abord qu'il existe ci > tel que \valF(a")\ < A+cicx(g) 
pour tout i = l,...,r. II existe c 2 > tel que go-Ro C Wp N ^ C2a ^ 90 ^ Rq. II existe c 3 G N 
tel que R H V" C zu F C:{ R'^. Alors ft,' -1 ^ G zu f n 'R'q, ou N' < N + c 4 a(g), pour c 4 > 
convenable. En prenant c > Ci, C4, on voit que g" verifie les conditions requises pour que 
K N+ca( 9 )(9") = 1- Cela prouve (4). 
En utilisant (4), on a 



' A(T")(F) 

La majoration (3) entraine alors (2). 



K N ,x"(g) = v(A T ») / K N ("f x },ag)da 
Ja(t")(f) 

<v(A T ») / /4 +ca(3) ( 7 -},a)da < k^ +cct( )iX „(l). 

Ja(t")(f) 
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Prouvons maintenant (3). On suppose verifiees les conditions (1) et (2) de 9.7 pour 
le compact ujt" ■ Soit a G A T »(F) tel que n'wilx" a ) = 1- Grace a 7.2(1), on peut ecrire 
7 "ia = u/ij/, avec u G 17" (F), /i G JF'(F), y G G"{F) et <r(y) < ciV. On a 

(5) 2/XV 1 = h^v^X^vh, 

ou = 7^»X"7x». La condition imposee a y implique que a(yX"y~ r ) « N (cf. 
1.1 pour la definition de la fonction a sur q"(F)). On a h~ 1 v~ 1 X^vh G S + h~ 1 Sh + 
£ et h~ l Sh G f)"(F). Or f)"(F) et £ sont en somme directe. Alors (5) entraine que 
a(h- l SK) « N. Done il existe un entier fc > tel que a{h~ l w k F N Sh) « 1. En 
appliquant 2.3(1), on peut ecrire ft, = tz, avec t G Hg(F), z G H"(F) et 

<t(*) « (1 + l/o^'V^S)!) « N. 

On peut recrire i>/iy = twg, avec u G U"(F) et g = zy, done <r(g) << iV. L'egalite (5) se 
recrit gX" g~ x = u^Yu, ou Y = t~ l X£t. On a a{gX"g- 1 ) << X. D'apres la condition 
(1) de 9.7, Y appartient a E + 5 + A. Le lemme 9.3 nous dit que u et Y dependent 
algebriquement de u^Yu. Done a(u) « N et a(Y) « N. Posons X£ = E + S + X, 
Y = E + S + X*, introduisons les coordonnees de X et X* comme en 9.4 (on affecte 
celles de X* d'un exposant *) et, pour tout j = 1, ...,m, notons tj la valeur propre de t 
sur Wj. On & z* = t~ l Zj et z* ■ = tjZ-j pour tout j = 1, ...,m. La condition (1) de 9.7 et 
celle ci-dessus portant sur Y nous disent qu'il existe c > tel que 

valp(z*) > —cN, valp(z*_j) > —cN, valp(zj) > — c, val F (z_j) > —c 

pour tout j. On en deduit 

\val F (tj)\ < c(N + 1) + valpizjZ-j) < c(N + 2m - 1) + val F ( J ] ^2-^). 

j'=l,...,m 

La formule 9.4(1) montre qu'il existe d > tel que le dernier terme soit majore par 
c'(l + |%|Q 5 (X")|f|)- On en deduit a(t) « N + \log\Q s (X")\ F \. Alors 

ainxU) = a{tug) « N + |/oy|g 5 (X")| F |. 

En appliquant 9.7(2), on en deduit 

(7(a) << w + IMIQsPHWI + IW£> G "Pni- 

Le terme k^ x „(1) est borne par la mesure de l'ensemble des a verifiant cette condition. 
II est facile de montrer que, pour tout reel r > 1, 

mes({a G A T «(F); cr(a) < r}) << r k , 

ou k = dim(AT")- On en deduit 

«^„(1) « N\l + \log\Q s {X")\ F \)\l + \logD G '\X")\)\ 

ce qui prouve (3) et acheve la demonstration. □ 

Pour tout S G S et tout T G T(G X ), on note Q^t la famille des trois polynomes sur 
t(F) suivants 

X h-> det(ad(X') lg , x/i ,), X h-> rfet(arf(X")| »/t'')> ^ QsPO 
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ou Qs a ete defini ci-dessus. Applique a ces donnees, le (ii) du lemme nous fournit un 
entier b que Ton fixe. On pose 

K,u,n\0i f) = In,>n->>- 

Le lemme entraine que 

lim N ^ 00 (I Xt<JJjN (e, /) - ^,u,,jv(0, /)) = 0- 



10.2 Commutant d'un tore 

On fixe T e T(G X ). Notons le commutant de Ap" dans G. C'est un Levi de G, qui 
contient G'. Notons V 2 " l'intersection des noyaux des actions de a dans V", pour a e Ar«. 

Lemme. On a l'egalite Ap" = Am. sauf dans le cas ou les conditions suivantes sont 
satisfaites : d est pair, W est hyperholique et de dimension 2, V 2 = {0}. Dans ce cas, 
on a A Mtj = T' A T n. 

Preuve. Posons V 2 = W © V 2 ", notons V\ son orthogonal dans V et G±, resp. G2 les 
groupes speciaux orthogonaux de V±, resp. V 2 . L'espace V 2 est l'intersection des noyaux 
des actions de a dans V, pour a e Done conserve V 2 . Par consequent, M|, 

conserve aussi V±, done M|, C G 2 x G±. Puisque A T » agit trivialement dans V2, on a 
Ar» C Gi. Done = G 2 x Mi^, ou Mi^ est le commutant de At» dans Gi, puis 
Aml = Aq 2 x Am 1 ^- On a Vi C V", done Gi C G" . D'autre part T" commute a At", 
done T" C M],, done commute a T". Alors A Ml s est contenu dans le commutant 
de T" dans G". Puisque T" est un sous-tore maximal de G" , ce commutant est egal a 
T". Done A Ml( C T", ce qui entraine A Ml s C Ar». L'inclusion opposee est immediate 
puisque At» est evidemment un tore deploye central dans M\^. Done , = At" ■ 
On a = {1} sauf dans le cas ou V 2 est hyperbolique de dimension 2. Supposons 
cette condition verifiee. Puisque G 1 contient un sous-tore A T » qui agit sans point fixe 
non nul dans V, dim(Vi) est paire et d aussi. Si W = {0}, on a G = G" et T" est 
un tore maximal de G. Le meme raisonnement que ci-dessus montre que Am. C Ay// 
contrairement a l'hypothese Aq 2 7^ {1}. Done W 7 7^ {0}. Puisque dim(W) est paire 
et V2 = W 7 © V^", on a W 7 = V 2 et V^" = {0}. Inversement, si W est hyperbolique de 
dimension 2 et V 2 " = {0}, on a G 2 = G' et ce groupe est un tore deploye. Puisque T' est 
un sous-tore maximal de G', on a T' = G' = A G2 et la conclusion du lemme s'ensuit. □ 



10.3 Definitions combinatoires 

Appelons cas exceptionnel celui de l'enonce precedent. Supposons tout d'abord que 
Ton n'est pas dans ce cas et rappelons quelques definitions d'Arthur. Soit y = (Yd) f\£p(Mu) 
une famille d'elements de Amu, (G, M[,)-orthogonale et positive. Pour Q = LUq G J-(M^), 
on note ( \— > o M (£, y) la fonction caracteristique dans Am^ de la somme de Al et de l'en- 
veloppe convexe de la famille (Yp^) p^-p^m^p^cq- On note tq la fonction caracteristique 
dans Am^ de la somme A M +Aq. Rappelons que Aq est la chambre positive ouverte de 
Al associee a Q. On a 
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(1) la fonction 

sur Am^ est la fonction caracteristique de la somme de Aq et de l'enveloppe convexe de 
la famille (Y P ^ P ^ P{AWcQ ; 

( 2 ) E °i i (c>y>Q(c- Y Q) = l 

pour tout C £ »4.M(, • 

L'assertion (1) est immediate et (2) est l'assertion 3.9 de [A3]. 

Considerons maintenant le cas exceptionnel. Alors Am^ = At 1 © At" et At> est 
une droite. Conformement a cette decomposition, on definit la projection ( \— > £t" de 
*4.M[, sur At"- On note -F(Mt,) l'ensemble des Q G ^(M^) tels que Aq fl At" 7^ 0. On 
note P(M h ) = V(M^) n -F(M h ). Pour Q = LC/q G J^(M^), on note C >-> c^(CX) la 
fonction caracteristique dans At>> de la somme de Al H At" et de l'enveloppe convexe 
de la famille (Yp^T") p, e p(Mu);PhCQ- ^ n no ^ e 1 & fonction caracteristique dans At" de la 
somme (At" H Ajj^) + (At" H Aq). On a encore 

(3) la fonction 

sur At» est la fonction caracteristique de la somme de At"I~iAq et de l'enveloppe convexe 
de la famille (Y P ^ T >>) P ^p {Mk y,p k cQ 5 

(4) E °M,(Cy)U(-YQ,T") = l 

pour tout ( G At"- 

Pour demontrer ces proprietes et a des fins ulterieures, introduisons un espace V 
somme directe de V" et d'une droite D, muni de la somme orthogonale q de la restriction 
de q a V" et d'une forme quadratique non degeneree sur D. On note G son groupe special 
orthogonal. Le tore T" est inclus dans G", done dans G. Notons M son commutant dans 
G. Le lemme 10.2 s'applique a G et montre que A T " = A M . 

Lemme. (i) 11 existe une unique hijection Q = LUq \- > Q — LUq de F(M^) sur 
F(M) telle que, pour tout Q G ^(M^), on ait A T » H Am = A L M , A T » H A L = A L et 
At" n Aq = Aq. Cette hijection conserve la relation d'inclusion et envoie V(M^) sur 
V(M). 

(ii) Pour Q G J-(M^), posons Yq = Yq,t»- La famille y = (Yp)p eV / M ) es * (G,M)- 
orthogonale et positive. Pour tout Q G J-(M), Yq est associe a cette famille comme en 
2.1. 

(in) Pour tout Q G F{M^) et tout ( G At" = A M , on a les egalites & M (£,y) = 

Preuve. Les conditions imposees a A T " impliquent que V" est hyperbolique et qu'il 
existe un systeme hyperbolique maximal (ek)k=±2,...,±d/2 dans V" et une suite d'entiers 
{di)i=2,...,i verifiant les proprietes suivantes. On a d{ > 1 pour tout i et l+^ + .-.+rf; = d/2. 
Pour e = ±1 et % = 2,...,/, notons E ei le sous-espace de V" engendre par les e € k pour 
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1 + d-i + ... + di-i < k < 1 + d 2 + ... + di. Alors A T n est le sous-groupe des elements de G" 
qui conservent chaque E±i et y agissent par homothetie. Fixons une base hyperbolique 
{ei, e_i} de W. Notons E±i la droite portee par e±±. Posons / = {±1, ±/}. Alors A Mi . 
est le sous-groupe des elements de G qui conservent chaque Ei pour % G / et y agissent 
par homothetie. L'espace Am^ est celui des families ( = (Q)iei de nombres reels telles 
que C-i = — Q pour tout i. L'espace At» est le sous-espace des ( tels que Ci = C-i = 0> ou 
encore, en posant / = {±2, ±/}, At" est l'espace des families ( = (Ci)ie/ de nombres 
reels telles que C-i = —(i pour tout i. 

On decrit l'ensemble JF(M) de la fagon habituelle suivante. Notons $(M) l'ensemble 
des applications ip : / — > {0, ±1, ±j^}, ou est un element quelconque de N, telles 
que ip(— i) = —(p(i) pour tout i et ^p~ x {j) pour tout j = ±1, ±jy Pour une telle 
</? et pour j G {1, j v }, on pose E^j = (B^-i^Ei. On note Q v = L V U V le sous-groupe 
parabolique de G forme des elements qui conservent le drapeau 

E vJv C E vJip © C ... C E vJv © ... © E vA . 

Alors (p ^ Qtp est une bijection de $(M) sur F{M). L'espace A L ^ est forme des ( = 
(d)iei tels <l ue » P our tout i e {i 1 ' •••> ±wj, Z)te v -i(,-) C» = 0- L'espace ^ est forme 
des £ = (Ci)jef tels que, pour tout j G {0, ±1, rkj max \, ^ est constant pour % G 
Notons cette valeur constante. Alors A^ est forme des ( G A^ tels que 

> - > C v ,i > o. 

On decrit l'ensemble ^(M^) de fagon analogue. On definit $(M[,) en remplagant / 
par / dans la definition de $(M). Pour tp G $(M^), on definit de meme un sous-groupe 
parabolique Q v = L V U V de G. L'application tp \— > est une surjection de 3>(Mi,) sur 
^"(Ml,). Les fibres ont 1 ou 3 elements. Une fibre a 3 elements si et seulement si elle 
contient un element tp pour lequel v 9 o 1 (0) a deux elements {i^, — i^} et dim(E ih ) = 1. 
Alors les deux autres elements de la fibre sont les applications </?i et ainsi definies. 
Pour e = ±1, tp e (i h ) = e, tp e (-i h ) = -e. Pour i E I \ {i h , -i h }, si <p„(i) = ±j\ avec 
j G {1, on a v? e (i) = ±(j + 1). Si tp appartient a une fibre a 1 element, les espaces 
A^ , Al v et l'ensemble Aq v se decrivent comme ci-dessus, en remplagant I par /. Si tp 
est l'un des elements tp ±1 d'une fibre a 3 elements, les espaces A^ et Al v se decrivent 
de meme. L'ensemble Aq est forme des ( G Ai tels que 

(ip,j v > ••• > dp,2, dp,2 + C<p,i > o? C^,2 - (ip,l > 0- 

Le sous-groupe parabolique appartient a J-{M^) si et seulement si l'ensemble Aq^ 
contient un element de At", c'est-a-dire un element ( pour lequel Ci = C-i = 0- La 
description ci-dessus montre que, si tp appartient a une fibre a 1 element, cette condition 
equivaut a ip(l) = </?( — 1) = 0. Si ip est un element tp±i d'une fibre a 3 elements, elle 
equivaut a ip(l),ip(—l) G {±1}- H revient au meme de dire que, si tp est l'element tpo 
d'une fibre a 3 elements, la condition equivaut a p(l) = (p(— 1) = 0. Notons $(M^) 
le sous-ensemble des p G $(M^) tels que ip(l) = </?(— 1) = 0. Alors l'application i— > 
se restreint en une bijection de $(M^) sur T[M\^. L'application qui a <p associe sa 
restriction a / est une bijection de $(M^) sur $(M). Elle parametre une bijection de 
jF(Mt|) sur JF(M). En utilisant les descriptions ci-dessus, on verifie qu'elle possede toutes 
les proprietes indiquees dans l'enonce et c'est bien sur la seule possible. □ 
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Grace a ce lemme, les proprieties (3) et (4) ne sont autres que (1) et (2) pour le groupe 

G. 

Dans le cas non exceptionnel, on pourra affecter d'un~les notations arm de les unifier 
avec celles du cas exceptionnel. Par exemple, on notera J-{M^) = T[M^) et, pour un 
element Q de cet ensemble, on notera tq = tq. De meme, on notera dans ce cas ( i— > Ct" 
l'application identite de Am v 

10.4 Changement de fonction de troncature 

On fixe S G S et T G T(G X ). On utilise les notations de 10.2 et 10.3. Fixons un Levi 
minimal M min de G contenu dans et contenant Am^ ■ On fixe un sous-groupe compact 
special K min de G(F) en bonne position relativement a M min . II nous sert a definir les 
fonctions H Q sur G(F) pour Q G T{M miv ). Fixons P min = M min U min G V(M min ) et 
notons A min l'ensemble des racines simples de Au min dans u m j„. Soit Yp min G Ap min . 
Pour tout P' G V(M min ) ) il y a un unique w G W(G,M min ) tel que tt)P min w _1 = P'. 
On pose Yp/ = iuYp min . La famille (Yp')p'ev(M min ) est (G, M m j n )-orthogonale et positive. 
Pour g G G(P), definissons la famille y(g) = {Y{g)Q)Qev{M il ) par 

Y(g) Q = Y Q -H Q (g). 

II est clair qu'il existe C\ > tel que 

(1) pour tout g G G(P) tel que a(g) < ciinf{a(Y Pmin );a G A min }, la famille y(g) 
est (G, Mt|)-orthogonale et positive; de plus Y(g)Q G Aq pour tout Q G jF(Mt,). 

On fixe un tel c 1 . Remarquons que, pour m G M^F), la famille y{mg) se deduit de 
y{g) par translations. II en resulte que la famille y{g) est (G, M^-orthogonale et positive 
pour tout 

g G M^(P){^' G G(F); a(^) < Cl m/{a(yp_); a G A mm }}. 
Pour un tel g, on pose 

%) = i/(A T «) / a° (H M (a),y(g))da. 
Ja t „(f) 

On a defini en 2.3 la fonction a T . Montrons que 

(2) il existe c 2 > et un sous-ensemble compact oo T de t(F) tels que les proprietes 
suivantes soient verifiees; soient g G G{F) et X G t(F)[S; > N- b ] n (t'(P) x t"(P) 5 ) tels 
que 9 ft )UJ {X) ; alors X G wy et <7r(#) < c 2 log(N). 

Preuve. II suffit de reprendre la preuve du lemme 10.1. Les elements X' et X" restent 
dans des sous-ensembles compacts de t'(P) et t"(P), ces sous-ensembles compacts, ainsi 
que les suivants etant bien sur independants de X et g. On peut ecrire g = g'g"^, ou 7 
appartient a un sous-ensemble compact de G(F), g' G G' X (F) et g" G G"(F) sont tels que 
g'^X'g' et g"~ 1 X"g" appartiennent a des sous-ensembles compacts de q' x (F) et q"(F). 
D'apres 2.3(1), quitte a multiplier g a gauche par un element de T(F), on a 

a(g) « (1 + \log D G HX')\)(1 + |/o^ G "(X")|). 

Pour X G i(F)[S;> N~ b ], on a 

\logD G Hx')\ « log(N), \log D G " \X")\ « log(N). 
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Done a(g) « log(N) et l'assertion s'ensuit. □ 
On fixe de tels ojt et c 2 et on suppose desormais 

c 2 log(N) < cim/{a(Yp mi J;a G A min }. 

Puisque T C M^, v(g) est defini pour tout g satisfaisant la condition de (2). Le membre 
de droite de l'egalite de la proposition ci-dessous est done bien defini. 

Proposition. II existe c> et un entier N > 1 tels que, si N > N et 

clog(N) < inf{a(Y Pmin ); a G 

on ait l'egalite 

[ 9 ftJxhNMg)dg= [ 9 fijx)v(g)d g 

JT'(F)A T „ (F)\G(F) JT'(F)A t „ (F)\G(F) 

pour tout X G t(F)[S; > N' b ] n (f(F) x i"(F) s ). 

Preuve. Soit Zp . G At> ■ En remplacant Yp par cet element, on construit une 
famille Z{g) pour tout g G G(F). On impose 

(3) c 2 log(N) < c x inj{a{Zp mij )\ a G A min }. 

Soit g G G(F) tel que a T (g) < c 2 log(N). Pour a G A T », on a l'egalite 

Yl d M^ H M^a),Z(g))f Q (H M ^a) - Z(g) Q , T ») = 1, 

cf. 10.3(4). En se rappelant la definition ci-dessus de v(g), on peut ecrire 

^(fl 1 ) — v(At») Y v(Q,g), 



ou 



HQ, 9) = / ^(^(a),Kff))*M h (^(a),^))rg(^(a) - Z(g) QtT »)da. 

J Arrf/tF) 



>A T „ (F) 

De meme, soit X G t'(F) x t"(F) 5 . On a 



ou 



KN,x»(g) = v{A T „) ^2 ^N,x"(Q,g), 



KN,x»(Q,g) = / K(i x },ag)&(H M i(a),Z(g))f Q (H M (a) - Z(g) Q>T „)da. 
Ja t „(f) 



(F) 



On a 

(4) les fonctions g i— > v(Q,g) et g ^ k>n,x"(Q, g) sont invariantes a gauche par 
T'(F)A T „(F). 
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Soitt G T'(F)A T »(F). On &H P ,(tg) = H M ^t)+H p/ (g) pour tout P' G V(M^). Suppo- 
sons t G At"(F). Alors remplacer g par tg dans la definition dev(Q, g) ou de kn,x"(Q, g) 
revient a changer la variable d'integration a en at. Cela ne change pas l'integrale. Soit 
maintenant t G T'(F). On a T" C H, done K^^latg) = K^^lag) pour tout a. On a 
T" C G2 C M|,, avec la notation de la preuve du lemme 10.2. Si l'on n'est pas dans le cas 
exceptionnel, G2 est semi-simple et PiM^it) = 0. On ne change done rien en remplacant 
g par tg. Si Ton est dans le cas exceptionnel, ce ne sont pas les termes Hpi(g) qui inter- 
viennent dans les definitions, mais leurs projections Hp>(g)T». Or Hm^^t" = et, de 
nouveau, remplacer g par tg ne change rien. Cela prouve (4). 

Soit X G t'(F) x t"(F) s . Grace a (4), on peut ecrire 



(5) / 9fl w (X) KN , x „(g)dg = v(A T „) £ I(Q,X), 

Jt>(f)a t „(f)\g(f) Qe - m 

(6) / 9 fl (X)v(g)dg = u(A T ») £ J(Q,X), 

JT'(F)A^ I (F)\G(F) _ ^~ . . 



'T'(F)A T „(F)\ G (F) Q ^ ( ^ } 



OU 



JT'(F)A T „(F)\G(F) 

■/(<?,*) = / «fl„(X)v(Q,g)dg. 

JT'(F)A^„(F)\G(F) 



>(F)A T „(F)\G(F) 

Considerons d'abord les termes indexes par Q = G. Supposons 



(7) sup{a(Z min ); a G 



Zos(A) 2 . 



Fixons un sous-ensemble compact u)t» de t"(F) tel que X" G wt» pour tout X G wr- 
L'ensemble t(F)[S'; > A" 6 ] a ete defini comme celui des X G t(F) tels que X' et X" 
satisfassent certaines minorations. On definit t"(F) s [> N~ b ] comme celui des X" G 
t"(F) s verifiant celles de ces minorations qui portent sur X" . On a 

(8) il existe un entier Aq > 1 tel que, pour tout A > N 1: pour tout g G G(F) tel 
que <r T (g) < c 2 log(N) et tout X" G w T " n t"(T) 5 [> A -6 ], on ait l'egalite K NX "{G,g) = 
v(G,g). ' 

II suffit de prouver que pour tout a G A T n(F) tel que a% (H M ^(a), 2(g)) = 1, on 
a l'egalite o - ^ (if^ (a) , D^S 1 )) = ^N(lx" a 9)- La premiere inegalite de (5) entraine que 
l'enveloppe convexe de la famille (Z(g)p' ! T")p> e f^M ) es ^ incluse dans celle de la famille 
(y(g)p',T") P > e p^y Alors Phypothese a^(H Mfl (a), Z(g)) = 1 entraine &^(H M ^a), y(g)) 
1. Munissons Am* d'une norme |.|. La deuxieme inegalite de (5) et Phypothese sur g 
entrainent une majoration \Z(g)pi\ << log(N) 2 pour tout P' G V(M^). L'hypothese 

(Hm^o), 2(g)) — 1 entraine alors a(a) « log(N) 2 . D'apres 9.7(2), on a cr^jx") « 
1 + \logD G "(X")\. Puisque X" G t"(F) s [> N~ b ], cela entraine a( 7x ») « log(N). 
D'ou a('j x } l ag) « log(N) 2 . Mais on voit facilement qu'il existe C3 > tel que, pour 
tout g' G G(-F) tel que cr(g') < c 3 A, on a K N (g') = 1. Si A est assez grand, on a 
cr(7 x },ag) < c 3 A, done HN(lx^' a 9) = 1- Cela P rouve (8). 

De (2) et (8) resulte l'egalite 

(9) I(G,X) — J(G,X) 
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pour tout N > JVi et tout X G 1(F) [S; > N~ b ] n (t'(F) x t"(F) 5 ). 

Soit maintenant Q = LUq G ^(Mj,) avec Q ^ G. On decompose les integrates 

I(Q,X)= f [ [ ulk fljX)K NtXII (Q,ulk)duS Q (l)dldk, 

JK mm Jt>(F)A t „(F)\L{F) JU q (F) 

J(Q,X)= [ [ [ nlk f XUJ {X)v{Q,ulk)du5 Q {l)dldk. 

JK min Jt'(F)A t „(F)\L(F) JUq(F) 

Nous montrerons aux paragraphes 10.5 et 10.8 les proprietes suivantes. 

(10) Soient g G G(F) et u G Uq{F) tels que a(g),a(ug) < Ciinf{a(Z Pmin );a G 
A mi „}. Alors on a l'egalite v(Q,ug) = v(Q,g). 

(11) Soit C4 > 0. II existe C5 > tel que si c$log(N) < inf{a(Zp min );a G A min }, 
les conditions suivantes soient verifiees. Soient X" G ujt" H t"(F) s '[> iV~ b ], (7 G C(F) et 
u G Uq(F). Supposons a(g),a(u),cr(ug) < cJog(N). Alors on a l'egalite KN,x"(Q,ug) = 

K N ,x"(Q,g) ; 

Admettons ces proprietes. Montrons 

(12) il existe C5 > tel que, si c$log(N) < inf{a(Zp min ); a G A min }, on a les egalites 
I(Q,X) = J(Q,X) = pour tout X G t(F)[S; > N- b ) n (t'(F) x t"(F) 5 ). 

Grace a (2), on peut supposer X G uj t . Considerons l'integrale I(Q,X). D'apres (2), 
on peut limiter l'integrale sur T'(F)At»(F)\L(F) aux elements / pour lesquels il existe 
u G Uq(F) et k G K min tels que ax{ulk) < C2log(N). Un tel / est represents par un 
element de L(F) tel que a (I) < celog(N), pour une constante cq convenable. II existe 
c 7 > tel que, pour / verifiant l'inegalite precedente, pour k G K min et pour u G Uq(F), 
l'inegalite a(ulk) < C2log(N) entraine cr(u) < cilog{N). Soit C4 = C2 + C7 et prenons pour 
c 5 le nombre issu de (11). Fixons k G K min et I G -^(F) tel que a (I) < c 6 log(N). On a 
alors 

pour tout u G Uq(F). En effet, si a{ulk) > C2log(N), les deux termes sont nuls d'apres 
(2). Si a(ulk) < C2log(N), on a aussi a(u) < c 7 log(N), puis o"(//c) < cJog(N). La relation 
(11) s'applique a g = Ik et u. Done KN : x"{Q,ulk) = K NX "(Q,lk) et l'egalite affirmee 
s'ensuit. II resulte de cette egalite que, dans I(Q, X), l'integrale interieure est simplement 

/ alk flAX)du. 

Or cette integrate est nulle d'apres le lemme 5.5(i), puisque Q 7^ G. Done I(Q,X) = 0. 
On prouve de meme que J(Q,X) = 0. 

Le terme Z P est un terme auxiliaire. II est clair qu'il existe c > et un entier 
N 2 > 1 tels que, si N > N 2 et 

clog(N) < inf{a(Y Pmin ); a G A m j n } , 

on peut choisir Z Pmin satisfaisant les hypotheses (3) et (7) et celle de la relation (12). Si 
on suppose de plus iV > Ni, les conclusions de (9) et (12) s'appliquent. Alors les egalites 
(5) et (6) entrainent la conclusion de l'enonce. □ 
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10.5 Preuve de la propriete 10.4(10) 

Soient g et u comme dans cette relation. Rappelons que 

v(Q,g) = / OmSHm^o), y(g))a^ (H M ^(a), Z(g))f Q (H M (a) - Z{g) Q ^)da. 

J A T n (F) 

Les fonctions C i— > <r^ (C, y(g)) et C ^ tq(C ~~ Z(9)q,t") ne dependent de (7 que par 
1'intermediaire des termes Hp,(g) pour des sous-groupes paraboliques P' G ^P(M^) tels 
que P' C Q. Elles ne changent done pas quand on remplace g par ug. On peut alors fixer 
a G A T "{F) tel que 

a Q M ^H M ^a),Z{g))f Q {H M ^a) - Z(g) Q ^) + 

et prouver que 

(1) a^(H M ^a),y(g)) = 5* (ify (a), 

Supposons que Ton n'est pas dans le cas exceptionnel. Tout sous-groupe parabolique 
P' G V(M^) tel que P' C Q determine une chambre Ap, + dans A L . Posons ( = H M Aa), 
fixons un tel P' de sorte que proj^ (Q G Cl(Ap, + ), ou, pour tout sous-ensemble E de 
Am v Cl(E) designe sa cloture. Montrons que 
(2) ( e 

D'apres 10.3(1), l'hypothese sur a signifie que C est la somme d'un element (' G Aq et 
d'un element (" dans l'enveloppe convexe des Z(g)pn, pour P" G V(M^) tel que P" C Q. 
Soit a une racine de Am^ dans g, positive pour P' . Si a intervient dans Uq, ct est positive 
pour tous les P" ci-dessus. Or Z(g) P n G Ap„ d'apres 10.4(1), done a(Z(g)p») > 0. II en 
resulte que a(C") > 0. On a aussi a (CO > 0, done a(() > 0. Si maintenant a intervient 
dans Up/ fl [, on a a(() = a{proj^j .(C)) > d'apres le choix de P'. Cela prouve (2). 

D'apres [A3] lemme 3.1, pour C G Cl(A P ,), la condition cr^ (C, !V(<7)) = 1 equivaut 
a certaines inegalites portant sur C — ^(<?)p'- Cette condition ne depend de g que par 
1'intermediaire de Hp,(g). Comme ci-dessus, elle est done insensible au changement de g 
en ug. Cela demontre (1). 

Dans le cas exceptionnel, on utilise le lemme 10.3 pour interpreter nos fonctions 
comme leurs analogues pour le groupe G. dans ce groupe, on peut faire le meme raison- 
nement que ci-dessus et on obtient la meme conclusion. □ 



10.6 Calcul d'un polynome 

On aura besoin du lemme ci-dessous. Soient F un corps algebriquement clos, / un 
entier tel que I > 1 et R — R(T) un polynome en une indeterminee, a coefficients 
dans F, de degre I — 1 et de coefficient dominant 1. Introduisons le polynome en / + 1 
indeterminees 

Q = Q(T,S 1 ,...,S l )= J] (T — Sj), 

j=i,...,i 

et la fraction rationnelle 



p - p(t,s 1 ,...,Si) - 1 + rr — c / n + ~ " k — Q~ 

j=l,...,l U ~~ llj'=l,...,iyVjV^' ~~ ^' 
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Lemme. On a l'egalite 

P(T,S 1 ,...,S l ) = 



2TR(T) 

Q(T,s 1 ,...,s l y 



Preuve. Introduisons le polynome 

A = A(5!,...,5,)= J] 

j,j'=l,...,l;j<j' 

Par reduction au meme denominateur, 



AQ 

ou 

I\ = I\(T,S 1 ,...,S l ) = AQ+ 

(-l) j - 1 (T + S j )R(S j ) n (T-S r ) J] (S f -S f/ ). 

j=i,-,i j'=i,...,i;i'¥=i i',i"=h-Mi'<i";i',i"¥=i 

La fraction rationnelle P est symetrique en les Sj. Alors le polynome P\, est anti- 
symetrique et done divisible par A : il existe un polynome Pt, = P^T, S±, Si) tel 
que P\, = -Pi, A. Le polynome Pi, est de degre au plus / en T. Le coefficient de T l est 

A + E i- l ) j ~ lR ( S i) Il (Sf-Sy). 

j=h-,i 3',3"=i,-,i;i'<3";i',3"^i 

Ce polynome en les Sj est divisible par A. Or son degre total est inferieur ou egal a 
celui de A. II est done proportionnel a A. On calcule le coefficient de proportionnalite 
en calculant le coefficient de S l 1 ~ 1 S l 2 ~ 2 ...Si-x. On obtient que ce coefficient est 2. On en 
deduit que le polynome P^ est de degre / en T et que son coefficient dominant est 2. Pour 
T = Sj, on calcule 

P h (S 1 ,S 1 ,...,S l )=2S 1 R(S 1 )A. 

Done 

P k (S j: S u ...,S l ) = 2S j R(S j ). 

Alors P[,(T, Si, Sj) et 2TR(T) sont des polynomes de degre / en T, de meme coefficient 
dominant, et prenant les memes valeurs aux I points T = Sj. lis sont done egaux. On 
obtient P, = 2TR(T)A et la formule de l'enonce s'ensuit. □ 



10.7 Reseaux speciaux et extension de corps de base 

Pour ce paragraphe, on oublie les definitions de l'espace Z et du reseau R. Pour toute 
extension finie F' de F, on note Vf> = V ®f F' . La forme q se prolonge en une forme 
P'-bilineaire qp< sur Vf<- Si R est un o_p-reseau de V, on note Rf> = R® 0F Of 1 - Soient R 
un Oi^-reseau de V et R 1 un o^-reseau de Vp>- Notons K, resp. K' , le stabilisateur de R 
dans G(F), resp. de R' dans G(F'). Disons que R et R' sont compatibles s'ils verifient 
les deux conditions 

(I) R! nv = R; 
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(2) K' n G(F) = K. 

Remarquons que la premiere condition entraine K' fl G(F) C K : un element de 
K'nG(F) conserve R' et V, done aussi leur intersection R. On peut aussi bien remplacer 
(2) par 

(2') K C K'. 

Lemme. Soit R un reseau special de V . 11 existe une extension finie E de F telle que, 
pour toute extension finie F' de E, il existe un reseau special Rl de Vp> qui soit compatible 
avec R. 

Preuve. On imagine qu'il y a une demonstration immobiliere generate. Donnons une 
demonstration d'algebre lineaire element aire. On a la propriete evidente 

(3) soient F' une extension finie de F, F" une extension finie de F', R' un reseau de 
Vf> et R" un reseau de Vf» ', supposons Rl compatible avec R et R" compatible avec Rl ; 
alors R" est compatible avec R. 

On a d'autre part 

(4) si d an (V) < 1, le lemme est verifie pour E = F. 

En effet, pour toute extension finie F' de F, le reseau Rp' est compatible avec R. Si 
d an iy) < 1, Rf' est special, d'ou (4). 

A l'aide de ces deux proprietes, un raisonnement par recurrence descendante sur 
d an (V) montre qu'il suffit de prouver l'assertion suivante 

(5) si d an (V) > 2, il existe une extension finie F' de F et un reseau special R' de V F > 
tels que d an (V F >) < d an (V) et R' soit compatible avec R. 

On choisit comme en 7.1 une decomposition orthogonale V = Z © V an , un en- 
tier c tel qu'il existe v G V an de sorte que valp(q(v)) = c, et une base hyperbolique 
(vi)i=±i,...,± n de sorte que R soit la somme du reseau R an forme des elements v G V an tels 
que valp^qiy)) > c et du reseau Rz engendre par les Vt et les wpv^i pour i — 1, ...,n. 
Supposons d an (V) = 2. II existe une extension quadratique E de F et un element A G F x 
tel que valp(X) = c, de sorte que Ton puisse identifier V an a E et la restriction q an de q 
a Van a la forme quadratique (v,v') i— > XTraceE/p(T(v)v'), ou r l'element non trivial de 
Gal(E/F). L'espace s'identifie a un espace de dimension 2 sur E, muni d'une base 
(w + ,W-), et g a ri,B a la forme 

(x + w + + X-W-, y+w + + y-w-) = \{x + y^ + x-y + ). 

L'espace V an est forme des x + w + +X-W- G V an ,E tels que a;_ = t(x + ). Posons v n +i = w + , 
V- n -i = A _1 -u;_. Alors (fi)i=±i,...,±(n+i) est une base hyperbolique de Vp. Notons Rl le 
o^-reseau de Vp engendre par les Vi et les w F V-i pour % = l,...,n + 1. II est special. 
Montrons que R 1 est compatible avec R. Remarquons que R' est la somme de Rz,e et du 
reseau R' an engendre par w + et tu_. Pour prouver que R'nV — R, il suffit de prouver que 
it^ n nl4 n = i? an . Le reseau i?^ n flT4 n , resp. R an , est forme des ot + + t(j;)«)_, avec x £ E, 
tels que x G Oe, resp. f aZf (xr(a;)) > 0. Ces deux dernieres conditions sont equivalentes, 
d'ou l'assertion. Montrons que K C X'. Soit k & K . \\ suffit de prouver que, pour tout 
element v de la base de R', on a /ct> G it!'. Si i> = f j ou w c F v_i avec i = 1, ...,n, on a 
v E R, done kv E R C R' . On peut remplacer les deux elements de base restants par w + 
et u>_. Ecrivons 

i=l,...,n 
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kw+ = y + w + + + ^ (ViVi + zu c F y-iV-i). 



Soit i — 1, n. On a zupX-i = qE(kw + , Vi) = /c _1 t>i). On a deja prouve que k~ l v , 

appartenait a i?', done q F (w + , k~ l Vi) G G7 F 0£, puis x_j G o#. De meme a;,, y_j et 
appartiennent a o^. On a = 0, done qE{kw + ) = 0, ce qui s'ecrit 



D'apres ce que l'on vient de demontrer, cela entraine G Og. De meme, y+y- G o F - 

L'automorphisme galoisien r de E induit un automorphisme antilineaire de Ve que l'on 
note aussi r. On a r(v±i) = v±i pour % — 1, r(u> + ) = u>_ et r(w_) = u> + . Puisque 
A; G G(F), il commute a r, done kw- = r(kw + ), d'ou y„ = r(x + ) et y + = r(x_). On a 
w_) = A, done qE{kw + , kw-) = A, ce qui s'ecrit 



Cela entraine x + t(x + ) + x_r(x_) G o_g. Si par exemple x + Oe, cette relation implique 
que £_ n'appartient pas non plus a o^. Alors, la relation x + x_ 6 Oj n'est pas veriflee, 
contrairement a ce que l'on a deja prouve. Cette contradiction prouve que i + 6 Og. De 
meme, x_, y + et y_ appartiennent aoj. Alors kw + et /Vu;_ appartiennent a R' comme 
on le voulait. Cela prouve (4) sous l'hypothese d an (V) = 2. 

Supposons d an (V) = 3. Soit E l'extension quadratique non ramifiee de F et r 
l'element non trivial de Gal(E/F). On peut identifier V an a E © F et g an a une forme 



oil X, fi, v G F x , fa/i?(A) = c et, ou bien /x = 1 et v(iIf(v) = 1, ou bien z/ = 1 et 
va/i?(/i) = 1. Le reseau i? an s'identifie a o# © o^- L'espace V an ,E s'identifie a un espace 
de dimension 3 sur E muni d'une base (w + ,w_,w ) de sorte que la forme q an ,E s'ecrive 

q(x+w + + x-w^ + x w , y+w + + y~W- + yow ) = \fi(x + y- + x^y+) + 2\isx y . 

Parce que E est non ramifiee sur F, R an ,E s'identifie au o^-reseau engendre par les 
elements de base. Posons t>„+i = w + , i>- n -i = A -1 ^ 1-u; -- La famille (i>i)i=±i,...,±(n+i) est 
un systeme hyperbolique maximal de Ve et wq est une base de son orthogonal. Le reseau 
Re est engendre sur o# par les Vi et les zu F V-i pour i — 1, ...,n, les elements v n+ i et u>o 
et l'element zu F V- n -i, resp. 07 F +1 t>_ n _i, si /i = 1, resp. v — 1. II est compatible avec i? 
mais n'est pas special (dans le cas ou /i — 1, la droite Fw ne represente aucun element 
de valuation c). Neanmoins, grace a (3), il suffit de trouver une extension F' de E et un 
reseau special R' de Vf> qui soit compatible a Re- Introduisons une racine carree z de 
/iz/, soit F' = E(z) et R' le reseau de Vf> engendre par les Vi et les vopv-i pour i = 1, n 
et par 

- v n+1 , w c F v_ n _ x et z^wo si /i = 1 ; 

- z~ x v n +\, -07^zf_ n _i et w si z/ = 1. 

Ce reseau est special. II est clair que R' n Ve = Re- Notons Ke le stabilisateur de Re 
dans G(E) et if' celui de R' dans G(F'). II reste a prouver que I^e C K' . Introduisons le 
reseau R F >, qui est aussi egal a (Re)f>, et son dual R* F , — {v G Vp/; Vu> G -Rf', Qf'(v, u ') e 
Of'}- On verifie que 




i=l,. ..,n 




(u> © -2, it/ © z') I— > XjiTraceE / F {j{w)w' ) + 2\vzz' , 



i?' = z ^Rf' n gj^-R^/ fl {f G Vf'5 val F '(qF'(v)) > val F '(X)}. 
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Un element de K~e stabilise forcement Rf>, done aussi son dual, et il stabilise aussi le 
dernier ensemble ci-dessus. Done il stabilise R' et appartient a K' . Cela prouve (4) sous 
l'hypothese d an (V) = 3. 

Supposons enfin d an (V) = 4. Avec les memes notations que dans le cas precedent, on 
peut identifier V an a E © E et q an a la forme 

(w 1 © w 2 , w[ © w' 2 ) = XTraceE/FiTiwijw^) + mF\TraceE/F( / r(w2)w! 2 ). 

Introduisons une racine carree z de zu F , posons F' = E(z). On verifie comme dans le cas 
precedent que le reseau R' = z~ 1 Rf< fl XR* F , de Vf> satisfait les conditions de (4). Cela 
acheve la preuve. □ 

Revenons au reseau R que l'on a fixe en 7.2. On lui a impose d'etre somme d'un 
reseau de Vq et d'un reseau de Z engendre par des elements proportionnels aux elements 
Vi pour i = ±1, ±r. La preuve du lemme montre que l'on peut imposer aux reseaux 
R' de l'enonce de verifier les memes conditions. 

10.8 Preuve de la relation 10.4(11) 

On va elargir les hypotheses sur la fonction X" i— > '-fx"- Celles que l'on impose dans 
ce paragraphe sont 

(1) il existe un sous-ensemble compact f2 de S + S + E tel que X£ = ^ x ),X"^x" £ £2 
pour tout X" E lu T " n t"(F) s ; 

(2) il existe c x > tel que aftx") < c x log(N) pour tout X" e oo T " n t"(F) s [> N~ b }. 
La fonction que nous avons utilisee jusque-la verifie ces hypotheses : (1) resulte de 

9.7(1) et on a vu dans la preuve de 10.4(8) que 9.7(2) entrainait (2). 

Soit Q = LUq E jF(Mt|). On note Eg l'ensemble des racines de A Mtl dans Uq. 

Lemme. Soit c > 0. II existe c' > tel que la propriete suivante soit verifiee. Soient a e 
A T „(F),g E G{F),u E Uq{F) et X e u T/l ni"(F) s [> N- b ]. On suppose a (g), a(u), a{ug) < 
clog(N) et ol(Hm^{o)) > c'log(N) pour tout a E Eg. Alors on a Vegalite Kjy^^laug) = 
K, N (>y x },ag). 

Preuve. Soient E une extension finie de F verifiant la condition du lemme precedent 
et F' une extension finie de E. Fixons un reseau R' de Vf* verifiant la conclusion de ce 
lemme. Comme on l'a dit, on peut supposer qu'il verifie des proprietes analogues a celles 
que l'on a imposees a R. A l'aide de ce reseau, on construit la fonction k x sur G(F') 
analogue a k n . On verifie que la restriction a G(F) de la fonction K^ val est egale 
a kn- Le lemme se deduit alors du meme lemme ou le corps des scalaires a ete etendu a 
F' . On va maintenant oublier ces constructions, en retenant que l'on a le droit d'etendre 
le corps F. En particulier, on peut supposer les tores T et Hg deployes. 

Dans tout ce qui suit, les elements X" sont implicitement supposes appartenir a 
ujt'i H t"(F) s . Montrons que l'on peut changer de fonction X" i— > jx"- Considerons une 
fonction X" \— > 7x» soumise aux conditions (1) et (2) ci-dessus, et notons ici X" \— > 7 
la fonction initiate, soumise aux conditions de 9.7. On pose X^ = -y x lX"j x » et X£ = 
7 X ),X"7 X „. D'apres le lemme 9.5, pour tout X" E t"(F) s , il y a d'uniques elements 
u(X") i U"(F) et t(X") E H'^F) tels que X£ = u{X")-H{X")- l X!^t{X")u{X"). On 
a t(X // )" 1 X^ s t(X // ) E S + S + A. D'apres le lemme 9.3, les coefficients de u{X") et 
t(X")~ 1 X" Ti t(X") sont polynomiaux en ceux de X£. Ce dernier terme reste dans un 
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compact, done u(X") et t{X")~ 1 X" Y t(X") sont bornes. Reprenons la preuve du lemme 
10.1, precisement celle de l'assertion (3). On voit que le fait que t(X") _1 X^ s t(X") soit 
borne entraine une majoration a(t(X")) « 1 + \log\Q s (X")\ F \. Pour X" e t"(F) s [> 
N~ b ], on a done a(t(X")) << log(N). Puisque les images de X" par les conjugaisons 
par 7x» et par 7 t(X")u(X") sont egales, il existe y(X") G T"(F) tel que •yx" = 
y(X")j t(X")u(X") . Les majorations (2) pour nos deux fonctions et celles que nous 
venons de demontrer impliquent a(y(X")) « log(N) pour X e t(i ? )[5'; > N~ b ]. Soient 
c, a, g, u et X" comme dans le lemme. Puisque kn est invariante a gauche par U (F)H(F), 
on a 

K N {j x ),aug) = K N {j^ n au'g'), 
Kffdxlag) = KN^lag'), 

ou g' = y(X")^ 1 g, vl = y(X")~ 1 uy(X"). II existe c > (independant des variables) 
tel que cr(g'), a(u') a(u'g') < clog(N). Supposons le lemme demontre pour la fonction 
X" 1— > 7 X „- A c, ce lemme associe une constante d. Les egalites ci-dessus montrent que, 
pour la fonction X" 1— > jx", la conclusion du lemme est valide pour la constante d = d. 
Le meme calcul s'applique dans l'autre sens : la validite du lemme pour la fonction 
X" 1— > 7x» entraine sa validite pour la fonction X" 1— > 7 . 

Demontrons maintenant le lemme dans le cas oil r = 0. Comme en 9.4, on introduit 
des coordonnees en posant 

X£ = S + c(v , [z w s ] + ^2 z i w j)-> 

j=±l,...,±m 

ou, comme en 9.6, les termes entre crochets n'existent que si d est pair. Le tore T" etant 
deploye, on peut introduire un systeme hyperbolique maximal (e±k)k=i,...,i de Vq forme 
de vecteurs propres pour T" . On note x k la valeur propre de X" sur e k . Soit k — 1, I, 
posons 

7^ie* = Y(2iy )~ 1 v + [y w 5 ] + 

j'=±l,...±m 

7x» e -fe = Y'(2u y 1 v + [y' ws} + ^ y'jWj. 

j=±l,...±m 

Ces elements sont vecteurs propres de X£, de valeurs propres x k et — x_ k . Cela se traduit 
par les egalites 

SjVj + ZjY = x k yj, -SjU-j + z-jY = x k y-j, [z Y = x k y ], 

sjy'j + ZjY' = -x k y' p + z^Y' = -x k y'_ p [z Y' = -x k y' ], 

ou j = 1, ...,m et les Sj sont les valeurs propres de S. Supposons X e t(F)[5 l ; > iV~ fe ] 
Alors Qs(X") 7^ 0, a fortiori x k ±Sj 7^ pour tous j, et les egalites ci-dessus impliquent 

ZjY z ~jY r ^o^ n 

% = — — > y-j = — — — m = — ], 

Xk Sj Xk ~T~ Sj Xk 

/ ZjY f Z—jY f zqY 

y 3 = , y-j = — [y = — ], 

Xfc Sj Xfc ~r Sj Xfc 
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On a d'autre part l'egalite g(7 x «efc, 7 x »e_fc) = 1. Les formules precedentes traduisent 
cette egalite par YY'P(X") = 2z/ , ou 

P{X") = 1 - [4^4 - 2,o £ ^'(Zr47^ + 



OU 



En utilisant les egalites 9.4(1) et (2), on obtient 

P^X") — 1 + ^■ k ' =1 '-' l ' k '^ k j _ ^ ^ nfc'=l,...,/;fc'^fe( S f ~~ X k') 

Hj=l,...,m S j j | ,„ ( S j ~ X k)l S j) Hj'=l,...,m;j'jtj( S j ~~ S f) 

Cette expression est calculee par le lemme 10.6. En effet, si d est impair, on a I = m. On 
prend pour polynome R{T) = rife'=i i-k'^ki^ ~ x 1>) e ^ on remplace les indeterminees 
T, Si, ...,Si de 10.6 par x\, sf,...,s^. Si d est pair, on a I — m + 1. On prend le meme 
polynome R{T) et on remplace les indeterminees par x\, 0, s\,...,s 2 m . Le lemme 10.6 
conduit ainsi a l'egalite 

(4) r,[x")= n < s J-4), 

j'=l,...,m 

i? (X") = { _2x * n fc '=i ) ...,i;fc' ? 4fc(a ; fc' - x l)i si rf est impair, 
I 2n t , =w .^(4-^) I sid est pair. 

Rappelons que 

Qs(x")= n ( s ?-4). 

j"=l,...,m;fc'=l,...,Z 

On peut done aussi ecrire YY'Q(X") = Qs(X"), ou Q est un polynome sur t"(F). 
Puisque X" reste dans un compact, val F (Q(X")) est minore, done val F (YY') « 
val F (Q s (X")). Supposons X" G t"(F) 5 [> N' b ]. Mors val F (Q s (X")) « log(N). On 
a aussi a{^ X ") « log(N), done val F (Y),val F (Y') » —log(N). On en deduit 

val F (Y),val F (Y') « Zo^(iV). 

Remarquons que Y = <z(7x» e fc, ^o) = l( e k,1x"Vo) et de meme Y' = q(e-k,1x"Vo)- Cela 
demontre que 

(5) on a val F (q(e±k,1x"Vo)) « log(N) pour tout k = et tout X G c^t" H 
t"(F) 5 [> AT- 6 ]. 

Considerons l'ensemble £jv des a G A T //(F) tels qu'il existe g G et X" G 

u; T " n i"(F) s [> N- b ] de sorte que a(g) < clog(N) et K N (^lag) = 1. Puisque T" est 
deploye, on a Ay// = T" et tout a G At"(F) est determine par ses valeurs propres sur 
les vecteurs e&. Montrons que 

(6) on peut fixer C2 > tel que 

(i) valn{g~ l v) — valniy) > —C2log(N) pour tout v G V, v ^ 0, et tout 5 G tel 
que < clog(N) ; 

(ii) val R (j x »v ) > -c 2 log(N) pour tout X" G w r » n t"(F) 5 [> N- b ] ; 

(iii) valn(a~ 1 v ) — val^{v) > —N — C2log(N) pour tout i> G V, i> 7^ 0, et tout a G E^. 
Les deux premieres majorations sont aisees. Montrons la troisieme. Soient a G E^, 

g tel que a(g) < clog(N) et X" G w T " n t"(F) 5 [> iV~ 6 ] tels que K N (-f x lag) = L 
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Cette condition signifie que val R (g 1 a lf yx"Vo) > — N. Grace a (6)(i), elle entraine 
valn(a~ l ^x"VQ) + N » —log(N). Done 

val F (q(a~ 1 -f X "V , e± k )) + N » -log(N) 

pour tout k. On a 

q{a~ l lx"Vv ) e± k ) = g(7x"^o, ae±fc) = a^ 1 q(-f X "V ,e ±k ). 

La majoration precedente et (5) entrainent 

±val F (a k ) + N » -log(N), 

et on en deduit la majoration (6)(iii). 
Enfin 

(7) il existe d > verifiant la propriete suivante ; pour tout a G At"(F) tel que 
a(H Mif (a)) > dlog(N) pour tout a G Eg, pour tout u G Uq(F) tel que a{u) < clog(N) 
et tout v G V, v 7^ 0, on a val^aua^v — v ) > 3c 2 log(N). 

En effet, les valuations des coefficients de -u — 1, disons dans une base de R, sont 
minores par —c 3 log(N), pour une constante c 3 convenable. On en deduit que les valua- 
tions des coeffients de aua~ x — 1 sont minores par —c 3 log(N) +inf{a{HM^{o))\ ol G Sq}- 
L'assertion s'ensuit. 

La constante d etant maintenant fixee, soient a, (?, w et X" comme dans l'enonce. Si 
a G" -Eat, on a K N {j^\,aug) = K N {j^,ag) = 0. Supposons a G -Eat. D'apres la definition de 
UN-, pour prouver l'egalite Kjy^^laug) = Kjy^^lag), il suffit de prouver que val R (v) > 
-N, oil 

v = g~ 1 u~ 1 a~ 1 'yx»Vo - g~ 1 a~ 1 'y X "Vo- 
On pose Vi = gv, v 2 = av±, v 3 = r yx"Vo- On a v 2 = au~ 1 a' 1 v 3 — t> 3 et 

val R (v) = val R (v) - val R (vi) + val R (vi) - val R (v 2 ) + val R (v 2 ) - val R (v 3 ) + val R (v 3 ). 

Les minorations (6) et (7) entrainent la minoration val R (v) > — iV cherchee. 

Passons au cas general oil on ne suppose plus r = 0. On peut fixer un element 
P^ = M^U^ G V{M\ S ) et se borner a considerer des a G At"(F) tels que Hm^o) G Cl(Ap). 
Si Pq n'est pas inclus dans Q, l'assertion a prouver est vide car il n'y a pas de tels a pour 
lesquels a(H Mtj (a)) > pour tout a G £q. On suppose done P^ C Q. Montrons que 

(8) il existe 5 G G"(F) tel que 5P^5~ l C P et A C Mr^ 1 . 

Puisque A C G" et A T » = T" est un sous-tore maximal de G", on peut en tout cas 
trouver 5 G G"(F) tel que <5 _1 A5 C At"- On a alors 5~ 1 P5 G ^(M^). Supposons que l'on 
n'est pas dans le cas exceptionnel. Fixons un element P' G V(M^) tel que P' C 5~ 1 P<5. 
Le Levi a une forme particuliere : il est produit d'un groupe special orthogonal et de 
groupes GL(1). On sait qu'alors deux elements de V(M^) sont conjugues par un element 
de Norm G ( F )(M\^). Si d est impair ou si W = {0}, l'application naturelle 

Norrric" ( f) (At<> ) -> iVorm G(F )(M h )/M h (P) 

est surjective. Done P[, et P' sont conjugues par un element de Norma" (f){At»)- Quitte 
a multiplier 5 a droite par un element de cet ensemble, on peut supposer P' = P^ et la 
conclusion de (6) est verifiee. Supposons d pair et W 7^ {0}. Fixons w' G W tel que 
q{w') 7^ 0. Identifions G" + a un sous-groupe de G en faisant agir un element g G G" + 
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par det(g) sur Fw' et par l'identite sur l'orthogonal de w' dans W. Alors l'application 
naturelle 

Norm G ,,+ {F) {A T „) -> A^orm G(F) (M h )/M tl (F) 

est surjective, done F\ = g~ x P'g pour un element g G Norm G „+ , F JA T ") ■ Si g G G"(F), 
on conclut comme ci-dessus. Sinon, on remarque que A n'est pas un sous-tore maximal 
de G", car A fixe le vecteur vq G V" . L'inclusion <5 _1 A^ C At" est stricte et on voit qu'il 
existe un element y G Norm G „+, F AAT») tel que det(y) = — 1 et la conjugaison par y fixe 
tout point de 5 _1 A5. Cette conjugaison conserve done P' et on peut remplacer g par 
ce qui nous ramene au cas precedent. 

Dans le cas exceptionnel, on verifie que S~ l PS appartient a J-(M^). On remplace dans 
la preuve ci-dessus les ensembles V[M^) et X orvriQ^iM^) par V[M^) et N ormG(F){^-T") ■ 
En utilisant le lemme 10.3, on voit que le raisonnement reste valable. Cela prouve (8). 

Soient 5 verifiant (8) et a, g, u et X" comme dans l'enonce. On a 

K N (^ x ),aug) = KN^laug), 

oh X" = 5X"S~ l , 7 X „ = S'-fx", Ql — SaS -1 , u = 5u5~ 1 , g = 5g. On remarque que ces 
termes verifient les memes hypotheses que les termes de depart (avec une autre constante 
c), mais avec le tore T" et le sous-groupe parabolique P^ remplaces par ST'^" 1 et SP^ 1 . 
Cela nous ramene a demontrer le lemme pour ces nouveaux termes. 

On va plutot oublier ces constructions, mais supposer que nos objets de depart 
verifient les memes hypotheses que ceux que l'on vient de construire. C'est-a-dire que 
Ton suppose desormais P^ C P et A C A T ». Le tore T" se decompose en T" = ATq, 
oh Tq est un sous-tore maximal de Gq. En travaillant dans ce groupe Gq, on definit 
l'ensemble to(F) 5 et une fonction Xg i— > 7 0i x" G G'q{F) sur cet ensemble, verifiant les 
analogues de (1) et (2). Pour X" G t"(F) s , ecrivons X" = X% + Xg, avec X'J[ G a(F) et 
Xg G On verifie que Xg G %(F) S . Posons X£ = Z + X'J + 7^«^o7o,x»- On a 

G S + S + S et, comme dans la preuve du lemme 9.6, on montre que est conjugue 
a X" par un element de G"(F). D'autre part, considerons l'element 7o,x^%x"- ^ a P~ 
partient a u(F). Puisque X" est un element regulier de m"(F), il existe vx" G U(F) tel 
que 7o ) x^ ) 'S7 "^„ = v x ),X"vx" ■ Cet element vx" est unique. Ainsi qu'il est bien connu, 
ses coefficients sont des fractions rationnelles en les coefficients de 1o,x'^1q X " e ^ ^" 
et les denominateurs de ces fractions rationnelles divisent le polynome det(X"\Q" /t"). 
Pour X" G ujt" H t"(F) s [> N~ b ], on a done une majoration a(vx") << log(N). Po- 
sons 7x" = vx"'Jo,x^- On a alors 7^},X"7x'' = X^ et on voit que l'application X" i— > 
7x" verifie les proprietes (1) et (2). On peut travailler avec cette application. On a 
vx" G U^F). Decomposons cet element en vx" = nx"Vx", avec nx" G U^{F) fl et 
^x" G Uq(F). Soient a, X", g et u comme dans l'enonce. On a ^y x },aug = r yQ X „au'g'k), 

oh u' = (a~ 1 nx"a,)~ 1 u(a~ 1 nx'>a), g' = aT l n x \ag, k = g~ x u~ x a~ x vx"aug. Puisque vx« G 
Uq(F) et ainsi qu'on l'a vu au cours de la preuve du cas r = 0, on peut fixer C4 > 
tel que la condition inf{a(HM^{o))] ol G Sq} > c^log(N) entraine que les valuations 
des coefficients de k — 1 soient >> log(N). On impose cette condition sur a. Alors 
k G K. La conjugaison par a~ l contracte U^F), done a{a^ 1 nx"a) « log(N) et aussi 
<t(u') « log(N), cr(g') « log(N). On a done KN^^iaug) = kn{1q X hQ>u' g') et de meme 

Kx{^i x },ag) = KN{^f~ xll ag'), oh les elements u' et g' verifient des conditions analogues a 
celles de depart. Soient u G Uq(F)C]G (F) tel que v! G (Uq(F)C]U(F))u , y' G A(F) et 
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go G Go(F) tels que g' G U(F)y'g K et enfin y G A(F) et ao G A T »(F) tels que a = yao. 
Alors %x>>au'g' G U(F)yy''y~ x ^a u g K ', done 

«Jv(7x»aM5() = K N (-f~ x „au'g') = K, N (yy'^ x ^a u g )- 

De meme 

KN^xlag) = K N (-/~ x „ag') = K, N (yy'>y- x „a g ). 
Par definition de kjv, ces expressions se recrivent 

^,Jv(yy / ) K o,Jv(7o;i» a oMofi'o) ! resp. «A,iv(yyO K o,iv(7c^aoS , o), 

ou ka,at est une certaine fonction sur A(F) et ko,tv est l'analogue de /tjv pour le groupe 
G . Mais les donnees affectees d'un indice verifient des conditions similaires a celles de 
depart. Cela nous ramene au cas du groupe G , autrement dit au cas r = que nous 
avons deja traite. Cela acheve la demonstration. □ 

Demontrons 10.4(11). Soit c 4 > 0. On impose a Zp min la minoration C4log(N) < 
ciinf{a(Zp min ); a G A min } pour que tous les termes ci-dessous soient dermis. Comme en 
10.5, pour g et u comme en 10.4(11), la fonction 

(^a^((,Z(g))f Q ((-Z(g) Q , T „) 

est insensible au changement de g en ug. Alors 

K N ,x»(Q,ug) - K N ,x»(Q,g) = / crj - (H M (a), Z(g))f Q (H M (a) - Z(g) QtT „) 

Ja t „(f) 

(K N (^ x },aug) - K N (i x ),ag))da. 

II nous sufnt que la condition c$log(N) < inf{a(Zp min ); a G A min } entraine la propriete 
suivante. Soit a G At»(F) tel que 

(9) ~a Q M ^H M ^a),Z{g))r Q {H M ^a) - Z{g) Q ?„) ± 0. 

Alors K^{^ x ),aug) = KN{^f x },ag). Prenons c = C4 dans le lemme precedent. On en deduit 
une constante c' . Le meme calcul qu'en 10.5 montre que (9) implique 

inf{a(H M ^(a)); a G £+} - inf{a(Z Pmm ); a G A min } » -log(N). 

II existe done C5 > (et C5 > c^/ci) tel que la condition c^log(N) < inf{a(Zp min );a G 
A m in} entraine inf{a(H M ^(a));a G Eg} > c'log(N). Alors l'egalite cherchee est la 
conclusion du lemme ci-dessus. □ 



10.9 Apparition des integrates orbitales ponderees 

On fixe S G S et T G T{G X ). Soit N l'entier determine par la proposition 10.4. 

Proposition. Pour tout N > N et tout X G t{F)[S; > N~ b ] n (t'(F) x t"(F) s ), on a 
les egalites 

[ a fljX)K N , x „(9)d 9 = 

Jt'(F)A t ,,(F)\G(F) 
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siA T ,^{l}; 



T'(F)A T „(F)\G(F) 



si A T , = {0}. 



Preuve. En 10.4, on avait fixe Yp min et construit une fonction g \— > v(g). II convient 
maintenant de la noter plus precisement g i— > v(g,Yp min ). Soit X e t(-F)[S';> A^ -6 ] n 
(t'(F) x t"(F) 5 ). Dans les integrales ci-dessus, on peut remplacer KN,x"(g) par -y(g, Yp min ), 
pourvu que Yp min verihe la minoration de la proposition 10.4. Supposons que Ton n'est pas 
dans le cas exceptionnel. Alors v(g, Y Pmin ) est la fonction introduite par Arthur dans [A3] 
p. 30 : avec les notations de cette reference, c'est v M ^, 9,Y Pmin ) (il n'y a pas de v(A T n) 
dans la definition d'Arthur, car sa mesure sur At»(F) n'est pas la meme que la notre). 
Remarquons que les integrales de l'enonce sont a support compact. On peut faire tendre 
Yp . vers l'infini. Alors v(q, Yp . ) est calcule en [A3] p. 46 : pour Yp . dans un reseau 
convenable 1Z C AM min , c'est une somme de fonctions Y Pmin \— > q^(Yp min )exp(((Y Prnin )) , 
oil est un polynome et ( G Hom(1Z, 27nQ/27nZ). De telles fonctions sont lineairement 
independantes. Puisque l'expression que Ton calcule est independante de Yp min , on peut 
aussi bien remplacer v(g,Yp min ) par go(0). Avec les notations d'Arthur, on a 

?o(0) = % t (l,9) = (-lp E C 'Q<M 
cf. [A3] (6.6) et p. 92. Les c'q sont des constantes et on a c' G = 1. On a obtenu l'egalite 

(i) / 9 flJx)K N , x ,,(g)dg = (-iT M > £ c b J W)' 

Jt>(f)a t „(f)\g(f) QeHM,) 



ou 



W)= I 9 fljX)v2 h (g)dg. 

Jt'(F)A t „(F)\G(F) 

Pour Q = LUq 7^ G, on decompose l'integrale en produit d'integrales sur T'(F)A T n(F)\L(F) : 
K min et Uq(F). On voit apparaitre une integrale 



ulk fljX)du. 



Uq(F) 

Or cette integrale est nulle d'apres le lemme 5.5 (i) . Done I(Q) = 0. Pour Q = G, on 
peut remplacer l'integration sur T'(F)A T //(F)\G(F) par l'integration sur T(F)\G(F), a 
condition de multiplier par mes(T(F) /T'(F)A T „(F)). On obtient 

1(G) = me^T^/T'^)^^))^^^)- 1 / 2 ^^^^/) 

avec la notation de 5.4. Si A T > ^ {1}, on a A Mtl = A T " C A Ga; x = A T >A T ". Done 
Jm^x^X, f) = d'apres le lemme 5.5(h). Supposons A T > = {1}. Alors est le Levi 
note M(X) en 5.6 et, en appliquant les definitions de ce paragraphe, on obtient 

1(G) = (-ir<tv(T)mes(T(F)/T\F)AMF))6ljX). 
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On verifie que v(T)mes(T(F)/T'(F)A T »(F)) = v(T')v(A TII ) et la formule (1) devient 
celle de l'enonce. 

Supposons maintenant que Ton est dans le cas exceptionnel. Alors T' = G' est un 
tore deploye de dimension 1 et on peut supposer T' C M min . II faut remarquer que les 
fonctions d'Arthur que nous avons utilisees ci-dessus ne dependent de g et Yp min que 
par l'intermediaire des families de points (Hp^g))^^^) et (Xp^p^viM^- On peut en 
fait associer de telles fonctions a deux families (G, M^)-orthogonales de points de Am v 
la seconde etant "assez positive". Introduisons le groupe G de 10.3 et rappelons que le 
lemme de ce paragraphe nous permet d'identifier V(M^) et JF(M^) a V(M) et J-{M). 
En remplacant G par G, par M, la famille (H Pii (g))p^ v{M ^ par (H Pii (g) T n) p ^ ef{M ^ 
et la famille (YpJ p ^ w par (^,T")p^(M b )> 011 remplace la fonction v M ^l, 9, Y Pmin ) 
utilisee ci-dessus par une autre fonction, notons-la v^(l, g,Yp min ). Elle est egale a notre 
fonction v(g,Yp min ). Les calculs d'Arthur restent valables pour cette fonction ainsi que 
les arguments ci-dessus. On obtient la formule (1) modifiee de la fagon suivante : la 
somme est limitee aux Q e ^F(M^) ; les fonctions v^{g) sont remplacees par des fonc- 
tions, notons-les v^(g) Ce terme est la constante associee a la (G, M)-famille de points 
(Hp^(g)T")a e f>(Mk);i\cQ- ^ e sous - es P ace Ap" de Am^ verifie les conditions de [A2] para- 
graphe 7. Pour Q = LUq G JF(M^), on peut appliquer le corollaire 7.2 de [A2] et on 
obtient une egalite 

4(9)= E d ( L > Q u^)- 

L'eT L (M^) 

Comme en 2.2(3), Q' est un element de V(L'). La constante d(L') est non nulle si et 
seulement si on a l'egalite 

A L Mi = P roj^(A T »)®A L L ,. 

Les V qui interviennent sont tous differents de G : c'est evident si Q ^ G puisque 
V C L ; si Q = G, cela resulte de l'egalite ci-dessus et du fait que Ap" est strictement 
inclus dans Amu- Le meme argument que dans le cas non exceptionnel montre alors que 
tous les termes de la formule (1) sont nuls. □ 



10.10 La proposition principale 

Si A G ' x = {1}, posons 

(1) J X A0J) = J2 E v(T')\W(G x ,T)\- 1 

SeS T=T'T"eT ell {G' x )xT(G") 

[ h(x')D G Hx')D G \x'r^eljx)dx. 

Jt'(F)xi"(F) s 

Si A G , x ^ {1}, posons 

•M0,/) = o. 

Proposition, (i) L'expression (1) est absolument convergente. 
(ii) On a Vegalite 

Um n^oo I x, oj, N (d, f) = Jx,ui(@,f)- 
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Preuve. Les integrates de l'expression (1) sont a support compact. D'apres le lemme 
5.4(iii), on a une majoration 

D G *(X)^\6{ X JX)\ « (1 + \log(D°'(X))\) k . 

D'apres [HCvD] theoreme 13, la fonction 

X' ^ D G Hx'y/ 2 \js(X')\ 

est bornee. Le lemme 2.4 entraine le (i) de l'enonce. 

Pour le (ii), on utilise la derniere formule de 10.1 qui nous ramene a prouver que 
lim N ^ QO I*^ N (9, /) = J X ^{9J). Le terme I* j0JjN (9,f) est defini par la formule 10.4(1) 
ou on limite les integrates en X aux ensembles t(F)[S; > N~ b ] n (t'(F) x t"(F) s ). Pour N 
assez grand, la proposition precedente nous permet de remplacer les integrates interieures 
de cette expression par 

J si A T , + {1}; 

\ viT')v{A TI ,)Q) xw [X) si A P = {1}. 

Si A G ' x 7^ {1}, il n'y a aucun T' tel que A T > = {1} done I* w N (9, f) = 0. Supposons 
Ag' x — {!}■ Alors I* w N (6, f) est egale a l'expression obtenue a partir de (1) ci-dessus en 
limitant les integrates aux ensembles t(i ? )[5'; > N~ b ] n (t'(F) x t"(F) s ). Quand tend 
vers l'infini, cette expression tend vers J XtW (9, f). □ 



11 Etude au voisinage de l'origine 

11.1 Enonce de la proposition 

Considerons l'hypothese 

Hypothese. Pour tout quasi-caractere 6 sur f)(F) et toute fonction tres cuspidale f e 
C£°(q(F)) dont le support ne contient aucun element nilpotent, on a Vegalite 

Um N ^ OD I N (e,f) = I(6,f). 

Le but de la section est de prouver l'assertion suivante. 
Proposition. Sous cette hypothese, on a Vegalite 

Um N _ OQ I N (9,f) = I(9,f). 

pour tout quasi-caractere 9 sur f)(F) et toute fonction tres cuspidale f G C%°(g(F)). 
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11.2 Ca\cu\ de liniN^oo In (9, f) 

Soient 9 un quasi-caractere sur f)(F) et f E C^°(g(F)) une fonction tres cuspidale. 
On peut fixer un ensemble fini S d'elements de f) reg (F) et une famille finie (cs)ses de 
nombres complexes de sorte que 

e(Y) = J2c s j H (s,Y) 

ses 

pour tout Y G Supp(f) G fl f)(F). On peut supposer que le noyau de Paction de chaque 
S agissant sur W est de dimension au plus 1. Pour tout T G T(G), on definit Pensemble 
t(F) s en appliquant la definition de 9.6 au cas oil V" = V. On pose 

D G {xf' 2 e f {x)dx. 

s 

On a note 9f la transformee de Fourier de 9f, cf. lemme 6.1. A priori, J(9, f) depend des 
choix des families S et (cs)ses- Le lemme suivant montre que ce n'est pas le cas. 

Lemme. (i) Cette expression est absolument convergente. 
(ii) On a Vegalite Zimjv-»oo-T/v(0, f) = J(0, /). 



■W/) = £ E c s \W(G,T)r 

Jt(F) 



Preuve. Cet enonce n'est qu'une version relative aux algebres de Lie de la proposition 
10.10 . On peut arguer qu'une demonstration analogue a celle de cette proposition s'ap- 
plique. Comme nous aurons besoin plus loin de la construction qui suit, expliquons plutot 
comment on peut deduire le lemme de cette proposition. Soit uo C q(F) un bon voisinage 
de (au sens de 3.1 applique 1). Supposons d'abord Supp(f) C oo. Posons 

@u} = ^lwnf)(F)- On a I N (9,f) = ijv(0wj/)- P &r l'exponentielle, on releve 9 W et / en des 
fonctions 6^ sur H(F) et f sur G(F), a support dans exp{ui fl f)(F)), resp. exp{uS). On a 
l'egalite In(&u>, f) = -T/v(0, /)• On peut appliquer la proposition 10.10 aux fonctions 6 et 
f et au point x — 1. Done /imAr^ 00 J A r(^, /) = Ji >u (0 u , f). Dans cette derniere expression 
figure une fonction qui n'est autre que En effet, d'apres la proposition 5.8, 
est la transformee de Fourier partielle de 0f jX)W = Mais, pour rr = 1, on a V" = V 
et la transformation de Fourier partielle est simplement la transformee de Fourier. Alors 
•A,u;(0w,f) coincide avec J(9,f), ce qui prouve le lemme sous l'hypothese Supp(f) C u>. 

En general, rappelons-nous que l'on a fixe au depart une famille (£i)i=o,...,r-i d'elements 
de F x , dont dependent le caractere £ et nos constructions. Soit A G -F x . A la famille 
(A£j)j=o,...,T— i est associee un caractere II convient d'affecter d'indices £, resp. les 
objets construits a l'aide du caractere £, resp. Posons 0' = # A et /' = / A . Compa- 
rons les termes I^ N (9, f) et J$(9,f) avec leurs analogues I^ tN (9',f) et Jg{Q',f). Pour 
y G f)(F), on a 

/*'(y) = |A|/ m(c/) / f (AF). 

On en deduit 

(1) I^ N (9\ f) = \\\-/ m(u) - dm(H) It, N (0i /)■ 

Grace a 2.6(1), on a 

9\Y) = ^csJ H (SAY) = ^\Mf H)/ %J H ^S,Y) 

ses ses 
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pour tout Y G Supp(f') G fl i)(F). Pour definir J^(9',f), on peut done prendre pour 
famille S' la famille (AS)s e5 e t pour constantes les c xs = |A|^ H ^ 2 cs. Soient T G 
et 5 G 5. On verifie que, quand on remplace £ par £' et S par AS', l'ensemble t(F) 5 est 
remplace par \t(F) s . Done 

M8'J') = J2 E ^lAl^^lCT)!- 1 /* D G (Xfl 2 9 r (X)dX. 

SeSTeT(G) JXt(F)S 

On a f'(X) = |A|; dim(G) /(A _1 A:), done fypf) = ^^^^^(A"^) grace au lemme 
6.1. On a aussi D G (AX) 1 / 2 = \X\p G ^ 2 D G (X) 1 ^ 2 . Par changement de variable, on obtient 

(2) J?(9', /') = |A|-*"»( G )+*"»(r)+«(G0/2-*(fl)/2 ^ 

On a 

-dim(G) + dim(T) + <S(G)/2 = -5(G)/2 = -dim{U) - 5(G )/2. 
A l'aide de 7.7(2), on verifie que 6 (Go) +S(H) = 2dim(H) et l'egalite precedente devient 

j^(e',f) = \x\ F dim{u) - drm{H) j^e,f). 

En comparant avec (1), on voit que la relation UmN^ooI^,N(9, f) = Jt(Q, f) es t equivalente 
a lim N _ >00 I^ tN (9' , f) = J^(9',f). Prenons A tel que Supp(f') C uo. Alors la deuxieme 
relation a deja ete demontree (la demonstration est insensible au changement de £ en 
£'). La premiere s'en deduit, ce qui acheve la preuve. □ 



11.3 Une premiere expression du terme d'erreur 

Dans ce paragraphe, on suppose verifiee l'hypothese du paragraphe 11.1. Considerons 
l'application 

(9, f) » E(9, f) = Um^I^, f) - 1(9, f) = J(9, f) - 1(9, /), 

definie sur l'espace des couples (9, f) formes d'un quasi-caractere 9 sur h(F) et d'une 
fonction tres cuspidale / G C%°(g(F)). Elle est bilineaire. 

Lemme. L'application E est combinaison lineaire des applications (9, f) \— > Cq qhCq^o, 
ou O h , resp. O, parcourt l'ensemble des orbites nilpotentes regulieres de f)(F), resp. 
5(F)- 



Preuve. On commence par prouver 

(1) on a E(9,f) = si c 6 ^ h = pour tout O h G Nil(i)(F)) on si ce fj0 = pour 
tout O G NU(q(F)). 

Supposons cg ft o — pour tout O G NU(q(F)). On peut alors fixer un G-domaine uo 
dans q(F), compact modulo conjugaison et contenant 0, tel que 9f(X) = pour tout 
X G uo. Posons /' = fl^ et f" — f — /'. Ces fonctions sont tres cuspidales. Le support 
de /" ne contient pas de nilpotent done E(9, f") = d'apres l'hypothese de 11.1. On a 
9ji = done aussi 9f = 0. Des definitions resultent les egalites J(9,f ) = = 1(9, f ). 
D'ou E(9, f) = 0, puis E(9, f) = 0. Supposons maintenant c e H = pour tout O h G 
Nil(\)(F)). On peut fixer un G-domaine uo dans q(F), compact modulo conjugaison et 
contenant 0, tel que 9(X) = pour tout X G uo fl t)(F). Definissons /' et /" comme 
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precedemment. Puisque 9 est nul sur Supp(f') G fl f)(F), il resulte des definitions que 
J (9, f') = = 1(9, /'). On conclut comme precedemment. Cela prouve (1). 

Soit A G F x2 , posons & = 9 X , /' = f x . On a 9 r = (9 f ) x . Pour O h G Nil(t)(F)) et 
O G Nil(g(F)), on a l'egalite 

(2) c e ,, oH ce fl ,o = \\Y^° H ^- d ^l\e,o»ce h o 

d'apres 4.2(2). 
Montrons que 

(3) E(9',f) = \\\ F 5(G)/2 - S{H)/2 E(9,f). 

Reportons-nous a l'egalite 11.2(2). II y figure un terme J^(9' , /'). En fait, il est egal 
a J^(9', /'). En effet, ce terme ne depend de £ que par la definition des ensembles t(F) s , 
pour T G T(G) et S G S' (l'ensemble associe a 9'). Cet ensemble est celui des elements de 
t(F) verifiant certaines conditions de regularite et conjugues a un element de S + S + S, 
si le caractere utilise est ^, a un element de AS + S + S, si le caractere utilise est Or, 
soit a G A(F) tel que a, = \~ l pour tout i = 1, r. Alors a(H + 1 S' + E)ar 1 = AS + S + S. 
Done l'ensemble t(-F) 5 est insensible au changement de ^ en L'egalite 11.2(2) nous 
dit alors que 

(4) J(^/') = |A|^ (G)/2 ~ 5W/2 J(^,/). 

Soit T G T. Introduisons comme en 7.3 la decomposition W = W © W" relative a T 
et les notations afferentes. Soit X G t|,(F). D'apres 4.2(2), on a les egalites 

c e ,{X) = \X\ F 5{H " )/2 c e (XX), c f (X) = |A|/ (G " )/2 C/ (AX). 
On calcule comme en 7.5 

^(A- 1 ^) = lAI^"^^^^), A(A~ : X) = \\\~ dm{w,) A(X). 
Par changement de variable, on obtient 

/ c e ,(X)c f ,(X)D H (X)A(X) r dX = \\\ b F [ ce(X)c f (X)D H (X)A(X) r dX, 

Ji(F) Jt(F) 

oh 

b = -5{G")/2 - dim(T) + 5{H")/2 - 5(H) - rdim(W). 

En utilisant 7.7(2), on verifie que b = —5(G)/ 2 — 5(H)/2. De l'egalite precedente resulte 
alors l'egalite 

I(9',f) = \X\- 5 ^ 2 - s ^/ 2 I(9,f). 

Jointe a (4), cette egalite demontre (3). 

La relation (1) entraine que la forme bilineaire E est combinaison lineaire des ap- 
plications (9,f) i— > c g ^ HCe f: o, ou O h , resp. O, parcourt Nil(t)(F)), resp. Nil(g(F)). 
Les relations (2) et (3) nous disent que E, ainsi que toutes ces applications, sont ho- 
mogenes pour la transformation (9,f) i— > (9 x ,f x ). II en resulte que E est combinaison 
lineaire de celles des applications ci-dessus qui sont de meme degre que E. On a toujours 
dim(0 H ) < 5(H), dim(0) < 5(G). L'egalite dim(0 H ) + dim(0) = 5(H) + 5(G) est done 
equivalente a la reunion des deux egalites dim(0 H ) = 5(H) et dim(0) = 5(G). Celles-ci 
sont verifiees si et seulement si O h et O sont regulieres. □ 
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11.4 Calcul de germes de Shalika 



Dans cc paragraphe, on suppose G quasi-deploye. Soient B un sous-groupe de Borcl 
de G et T qd un sous-tore maximal de B. Soit X qd un element de i q d(F) D g reg (F). 

Supposons d pair et d > 4. Pour toute extension quadratique E de F, notons t e 
l'element non trivial de Gal{E/F) et xe le caractere quadratique de F x associe a E. 
Si d an {y) = (ou encore, si G est deploye), on note xv le caractere trivial de F x et 
on pose 7] — 1. Si d an (V) = 2, il y a une extension quadratique E de F et un element 
n E F x tel que le noyau anisotrope de q soit la forme r]Norm E / F . L'element rj n'est pas 
unique, on le fixe. On pose xv — Xe- Soient iq et F 2 deux extensions quadratiques de F 
telles que XfiXf 2 — Xv- Pour i — 1,2, soient G i 7 ^ tel que rp^Oj) = — a*. On suppose 
ai 7^ ±a2- Soit c G -F x tel que xv{v c ^ r ormp 1 / = 1- On peut identifier V, comme 
espace quadratique, a la somme orthogonale iq © F 2 © Z, ou iq est muni de la forme 
cNormF 1 /F, F 2 est muni de la forme —cNormF 2 /F et Z est un espace hyperbolique de 
dimension d — 4. Fixons une telle identification et un sous-tore deploye maximal T du 
groupe special orthogonal de Z. Pour S G t(F), considerons l'element X Fl G qui 
agit par multiplication par ai, resp. a 2 , sur iq, resp. F 2 , et par 5 sur Z. Les elements 
ai et a 2 etant fixes, on peut choisir S tel que soit regulier. On fixe un tel S. Les 
elements oi, a 2 et 5 etant fixes, on peut faire varier c. La classe de conjugaison de X Fl 
ne depend que de XfAc). On note Xp l'element correspondant a un c = c + tel que 
XFi(c + ) = XF 1 (v)XF 1 (NormF 1 /F(cii) — NormF 2 /F(a 2 )) et Xp celui qui correspond a un 
c = c~ tel que XfA c ~) = -Xf 1 (c+). 

On se rappelle que Ton a classifie les orbites nilpotentes regulieres en 7.1. 

Lemme. Soit O e Nil (q(F)). 
(i) On a les egalites 



Preuve. Le tore T q d est un Levi de G et la distribution / i— > JciXqd, f) est induite de 
la distribution / i— > f(X q d) sur t 9 d(F). On a evidemment P|q|(X^) = 1. Alors ro(X 9 d) 
est non nul si et seulement si O intervient dans l'orbite induite de l'orbite {0} de t q d(F). 
Cette condition equivaut a ce que O soit reguliere. On en deduit la premiere egalite de 



Supposons d pair et d > 4 et reprenons les constructions qui precedent l'enonce. 
Notons Gi le groupe special orthogonal de iq © Z et G 2 celui de F 2 . lis sont quasi- 
deployes. Pour i = 1,2, on fixe un sous-tore maximal T i>qd de Gi inclus dans un sous- 
groupe de Borel (on a T 2 ^ qd = G 2 ). Le groupe G\ x G 2 est un groupe endoscopique de G. 
La distribution 




(ii) Supposons d pair et d> 4. On a les egalites 




0, si O n'est pas reguliere; 
XfA^v), si O = Ov avec z/ G N v . 




(flj2)^JG 1 (X 1 ,f 1 )J G2 (X 2 ,f 2 ) 
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sur Qi(F) x g 2 (i 71 ), oil, pour i — 1,2, Xj est un certain element de tj iq d(F). II en resulte 
que le developpement en germes de la premiere distribution s'obtient en transferant celui 
de la seconde distribution. Comme on vient de le voir, ce dernier ne contient que des 
orbites nilpotentes regulieres de Qi{F) x g 2 (F). Le transfert endoscopique d'une integrate 
nilpotente reguliere est combinaison lineaire de telles integrates. On en deduit la premiere 
egalite de (ii). 

II ne reste plus qu'a calculer des germes relatifs a des orbites nilpotentes regulieres. 
Ceux-ci ont ete calcules par Shelstad ([S]). II faut d'abord voir que les mesures utilisees 
par Shelstad sont compatibles avec les notres. Shelstad suppose les mesures sur les tores 
maximaux "algebiques" au sens suivant. On fixe une forme differentielle ST qd de degre 
maximal sur T qd , invariante par translations, et un reel A > 0. Pour sous-tore maximal T 
de G, l'isomorphisme T ~ T qd sur F permet de transferer 5T qd en une forme differentielle 
5t sur T. On prend alors pour mesure sur T(F) la mesure A|<5t|f, cf. 9.6 pour la notation. 
Mais on a vu dans la preuve du lemme 9.6 que nos mesures autoduales s'obtenaient par ce 
procede, pour et A convenables. Soit O une orbite nilpotente reguliere. La mesure sur 
O utilisee par Shelstad est definie de la fagon suivante. Soit N E O. Considerons une suite 
(Yj)j £N d'elements de Q reg (F) telle que lirrij^ooYj = N. Alors, l'espace tangent Tangy j 
en Yj a la classe de conjugaison de Yj tend, en un sens que Ton va preciser, vers l'espace 
tangent Tang^ en N a O. Notons Tj = Gy r L'espace Tangy j est egal a g(F)/t,(F), sur 
lequel on a une mesure rrij. Alors les mesures D G (Yj) 1 ^ 2 rrij tendent vers une mesure ttin 
sur TangN- La mesure sur O est celle qui, en N, coincide infinitesimalement avec m^. 
Fixons un supplementaire r du noyau de ad(N) dans q(F). Pour j assez grand, r est encore 
un supplementaire de tj(F) dans q(F) et on peut identifier Tangy = Tang N = r. Soit 
[j l'orthogonal de tj dans q. On a aussi Tangy. ~ lj(F). Modulo cette identification, la 
mesure rrij est la mesure autoduale associee a la forme quadratique (Y, Z) i— > ^trace(YZ) 
sur lj(F). Mais le jacobien de ad(Yj) agissant dans 1(F) est D G (Yj). Done D G {Yj) l l 2 rrij 
est aussi la mesure associee a la forme symplectique (Y, Z) i— > ^trace([Yj, Y\Z) sur lj(F). 
La meme formule definit une forme antisymetrique sur tout g(F), de noyau tj(F). On 
peut done remplacer ij(F) par t et la mesure D G (Yj) 1 ^ 2 rrij est la mesure associee a la 
forme symplectique (Y, Z) \— > ^trace([Yj, Y]Z) sur x. Quand Yj tend vers N, cette forme 
tend vers (Y, Z) i— > ^trace([N, Y]Z) et D G {Yj) l / 2 rrij tend vers la mesure associee a cette 
forme. Mais e'est precisement la fagon dont nous avons defini notre mesure sur O en 1.2. 

Cela etant, Shelstad montre qu'un germe Tci(S') associe a une orbite nilpotente 
reguliere O vaut 1 ou 0, selon qu'un certain invariant est egal ou non a 1. Pour l'element 
X qc i, il est facile de voir que l'invariant est 1 et on en deduit la seconde egalite de (i). 
Considerons la situation de (ii). Pour un signe ( = ±, notons T** le sous-tore maxi- 
mal de G tel que X c Fi e t c {F). Soient v e M v et N e O u . Shelstad note l'invariant 
inv(Xp^)inv(T^)/inv T c(N). Tous ces elements appartiennent au groupe de cohomologie 
H 1 (T<)= H\Gal(F/F),Tt). On a ici H 1 ^) = {±1} x {±1}. Les invariants dependent 
du choix d'un epinglage. On effectue ce choix comme en [W3] X.3 en prenant pour element 
r] de cette reference notre element 77 multiplie par 2(— l) d l 2 ~ l . Dans le lemme X.7 de [W3], 
nous avons calcule le produit inv(X Fi )inv(T^) . On a 

(1) inv(X c Fi )inv(T c ) = 

( XFl (2(-l) d / 2 - 1 ^(^)- 1 ar 1 P / (a 1 )),XF 2 (2(-l) d/2 r ? (c0- 1 a 2 1 P'(a 2 ))), 

ou P est le polynome caracteristique de X Fl agissant dans V et P' est le polynome derive. 
Notons (±Sj)j=3,...,d/2 les valeurs propres de Taction de S dans Z. Elles appartiennent a 
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F x puisque T est deploye. On a 

P(T) = (T 2 + Norm Fl/F ( ai ))(T 2 + Norm F2 / F (a 2 )) J] (T 2 - § 2 ). 

j=3,...,d/2 

Done 

a^ 1 P'(ai) = 2(-Norm Fl / F (a 1 ) + Norm F2 / F (a 2 )) j J (-Norm Fl / F (a 1 ) - s 2 ) 

3=3,-4/2 

= 2(-l) d/2 - 1 (Norm Fl/F (a 1 ) - Norm F2 / F {a 2 )) f] (Norm Fl/F ( ai ) + s 2 ). 

j=3,...,d/2 

On a s 2 + Norm Fl / F (ai) = Norm Fl / F (§j + ai), done XFi(§ 2 + Norm Fl / F {a 1 )) = 1. Un 
calcul similaire vaut en echangeant les roles de Fi et F 2 . La formule (1) se simplifie en 

mw(X^)mt;(T c ) = 

(XFiMc^^A^rm^/^aij-ATor^^ 
D'apres la definition de c£, on obtient 

inv(X< Fl )inv(T<) = ({,{), 

oil on identifie ( a un element de {±1}. L'epinglage determine un element nilpotent 
regulier N* : avec les notations de [W3] page 313, N* = Y2j=i d/2-^ay Notons v* 
1 'element de Af v tel que N* G O v *. On definit un cocycle de Gal{F / F) dans de 
la fagon suivante. Si v — u*, (In — 1. Si v ^ i/*, on pose £jv = F(yjv/v*). Alors, pour 
er G Gal(F/F), on a (In(o-) = 1 si <x G Gal(F / En) et djv(c) = — 1 sinon. L'invariant 
inv T c(N) est l'image dans _?J 1 (T) du cocycle d^- On calcule cette image 

inv T( (N) = (x Fl (v /v*),Xf 2 (" /"*))■ 

En fait, on a forcement Xvl^/^*) — 1) done 

inv T( (N) = xf 1 (v/v*),Xf 1 (v/v*))- 

L'element A^* laisse stable l'hyperplan engendre par ei, ed/2-1, Q/2+Q/2+1? ed/2+2, e<f, 
avec les notations de [W]. Le noyau anisotrope de la restriction de la forme q a cet hy- 
perplan est la restriction de q a la droite portee par e d j 2 + ea/2+i- Or q(ed/2 + e d/2+i) = V, 
done v* = 77. Finalement 

inv(X Fi )inv(T c )/inv T c(N) = (Cxf^v), (XfA^v))- 
D'apres Shelstad, on a done 

^^J-jo, si X F 1 M = -c 

Cela entraine la seconde egalite du (ii) de l'enonce. □ 
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11.5 Preuve de la proposition 11.1 dans le cas d impair 

On suppose verifiee l'hypothese du paragraphe 11.1 et on suppose d impair. On veut 
prouver E(9, /) = pour tout quasi-caractere 9 sur f)(F) et toute fonction tres cuspidale 
/ G C™(q(F)). Si G n'est pas deploye ou si H n'est pas quasi-deploye, l'une des algebres 
de Lie de ces groupes n'a pas d'element nilpotent regulier et la conclusion resulte du 
lemme 11.3. Supposons G deploye et H quasi-deploye. Le meme lemme nous dit que, si 
dw < 2, resp. dw > 4, il existe un nombre complexe c reg , resp. une famille de nombres 
complexes [c v ) v ^w , de sorte que 



E(9,f) 



C regCe,O« g c f ,Ore 3 , si d W < 2, 



pour tous 9, f (on a introduit des exposants H pour preciser la notation). Les constantes 
sont uniquement determinees d'apres le lemme 6.3(iii). 

Soient T G T(G) et X e t(F) fl Q reg (F). D'apres 6.3(3), on peut construire un 
voisinage ujx de X dans t(F) et une fonction tres cuspidale f[X] G C£°(q(F)) verifiant 
les proprietes suivantes : 

(1) pour V G T(G) et V ^ T, la restriction de 9 f[x] a t'(F) est nulle ; 

(2) pour toute fonction localement integrable (p sur t(F), invariante par W(G,T d ), 

[ v{X')D G {X>) l l 2 9 f[x] {X>)dX' = mes{u x y 1 [ ^X')dX'; 

J 1(F) Ju> x 

(3) pour tout Y G g reg (F), 



9 f[x] (Y) = mes{uo x )~ l f j G (X',Y)dX' 



(avec les notations de 6.3(3), /[X] = 9 f ,(X)- l D G (Xy l l 2 mes(uj x )- 1 f). Au voisinage de 
0, l'egalite (3) se simplifie en 

9 f[x] (Y)=j G (X,Y)= £ T (X)] G (0,Y)- 

OeNil(g) 

Done 

(4) c 6f[x] ,o = T (X) 

pour tout O G NU(q). Notons T d l'unique tore deploye dans T(G) et fixons X d G 
trf(F) fl re (,(i 71 ). On fixe a;x d et f[X d ] comme ci-dessus et on pose / = f[X d ]. Grace a 
(4) et au lemme 11.4(i), on a ce ft o reg = 1- Fixons un G-domaine uj dans q(F), compact 
modulo conjugaison, contenant et Supp(f). Soit S G t) reg (F). On suppose que Taction 
de S dans W est de noyau nul. D'apres le lemme 6.3 (ii) , on peut choisir un quasi- 
caractere 9[S] sur f)(F) tel que ^[^(F) = j H (S,Y) pour tout Y G uj. Comme ci-dessus, 
on a C0[5] O h = r c ,H(S f ) pour tout (9 H G Nil(i)). Remplagons G et V par if et dans 
les definitions de 11.4. On definit dans f)(F) un element X qd et, si dw > 4, des elements 

Si < 2, posons 6 1 = 9[X qd \. On pose aussi 5 = {X qd } et cx qd = 1. On a cq^h^ = 1, 
done c re9 = £(6>, /). 

Supposons dw > 4 et fixons v G Af w . Si if est deploye, notons T v l'ensemble des 
extensions quadratiques de F. Si H n'est pas deploye, soient E et rj comme en 11.4. Les 
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extensions quadratiques de F distinctes de E vont par paire : a Fi est associe F 2 tel que 
Xf 1 Xf 2 — Xe- On fixe un sous-ensemble Ty qui contient un element de chaque paire. 
Remarquons que, dans les deux cas, on a l'egalite 

\M V \ = 1 + \T V \. 

Posons 

6=\N v \-\6[X qd }+ X Fl H)(0[X^]-9[X Fi ])). 

On note S 1' ensemble des elements S tels que 9[S] intervienne dans ces formules et, 
pour S G S, cs le coefficient dont 9[S] y est affecte. Le lemme 11.4 entraine que, pour 
v' G Af w , on a l'egalite 

c e,o H . = &v,v>, 

v' 

ou ce dernier terme est le symbole de Kronecker. Done c v = E(8, /). 

Pour X G uJx d , la distribution tp i— > Jc{X,0) est induite d'une distribution sur 
id(F). Cela entraine que la fonction Y i— > j G (X, F) est a support dans l'ensemble des 
elements appartenant a une sous-algebre de Borel de G. D'apres (3), e'est aussi le cas 
de la fonction Of. Comme dans la preuve du lemme 7.6, cela entraine que, si T est un 
element de T different du tore {1}, la fonction c/ est nulle sur t(F). Done 1(6, /) se reduit 
a la contribution de l'unique tore T = {1} 6 T. Par definition, celle-ci est c e,oH g C0 fy o reg 
si dw < 2, c e h eg, o reo si dw > 4. Avec les calculs ci-dessus, on obtient 



Wf) = 




si c?vk < 2, 
si d w > 4. 



L'ensemble S et la famille (c s )ses permettent de calculer J(9,f), cf. 5.2. Pour tout 
S E S, posons 

m(S) = mes(ujx)~ 1 'mes(ujx H t ( i(-F) s '). 
En utilisant les proprietes (1) et (2), on obtient 

(5) J(6J) = J2csm(S). 

ses 

Soit S £ S. On utilise les definitions et notations de 9.4, appliquees au cas V" = V. Soit 
X et d (F)ng reg (F). On a 

(6) X G id(F) s si et seulement s'il existe une famille (z±j)j=i r ..^ w /2 d'elements de 
F x telle que 

''i z -i = ^s&'rIm P° ur tout i = -' d ^/ 2 ' 
Ej=±i,...±d w /2 e W 

En effet, X appartient a td(F) s si et seulement s'il est conjugue par un element de 
G(F) a un element de S + 5 + A s . II n'y a pas d'indiscernabilite pour le tore deploye 
T,i. La condition equivaut done a ce qu'il existe Y G S + 5 + A 5 tel que l'on ait l'egalite 
des polynomes caracteristiques Px = Py- Cela equivaut a ce qu'il existe une famille 
(Aj)j=o,...,r- i d'elements de F et une famille (-2±j)j=i,...,d w /2 d'elements de F x telles que, 
d'une part, le polynome Px soit egal a celui figurant dans l'enonce du lemme 9.4, d'autre 
part, l'element ^j=±i ±d w /2 z i w o appartienne a W. D'apres 9.4(1), les conditions sur les 
Zj sont celles de (6). Les Aj sont ensuite determines par un systeme inversible d'equations 
lineaires a coefficients dans F. Cela prouve (6). 
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La condition (6) impose que Px(sj) 7^ pour tout j. On suppose cette condition 
verifiee. II existe 

- une decomposition de W en somme directe 

®j=i,...,hFj © Z, 

ou h < 2 et les Fj sont des extensions quadratiques de F ; 

- des elements Cj G F x , pour j = l,...,h, de sorte que qw soit la somme directe 
orthogonale des formes CjNorm Fj / F sur Fj et d'une forme hyperbolique sur Z '; 

- des elements Oj G F.*, pour j = 1, tels que T Fj (a,j) = —ctj et un element 
S appartenant a l'algebre de Lie d'un sous-tore deploye maximal du groupe special 
orthogonal de Z, de sorte que S agisse par multiplication par a,- dans Fj et par S dans 
Z. 

Pour j = l,...,h, soit (e_j,e_j) la base de Fj ® f F telle que tout element x G Fj 
soit egal a xtj + T Fj (x)e-j. Elle est definie sur Fj et on a l'egalite TF-(e_j) = e_j. On 
a l'egalite g(ej,e_j) = Cj. On peut done supposer que Wj = ej, w-j = c^e-j pour 

j = l,...,h et (wj)j = ±(h+i),...,±d w /2 est une base hyperbolique de Z. On a Sj = Oj pour 
j < h. La condition (6) se decompose en d/2 conditions (6)j portant sur les couples 
(zj, Z-j). Pour j > h, on satisfait (6)j en prenant z_j = 1 et Zj egal au membre de droite 
de la premiere relation de (6). Pour j < h, la seconde relation de (6) equivaut a Zj G F* 
et Tp 3 (zj) = c~ x z-j. La condition (6)j equivaut done a 

( Pxjaj) v 

^-^i V l+2r d / \ / 

On a 

^j(aj) = (aJ-4) = (-l)^/ 2 -!( J] (Norm F . /F (aj)-Non7i F . l/F (a r 

j'=l,...,dw/2;j'^j j'=l,...,h;j'ft 

n (4-s 2 )- 

j'=fe+l,...,d w /2 

Notons (±Xfc)fe=i,...,((i-i)/2 les valeurs propres non nulles de X. On a 

Px(%) = aj {a)-xl) = {-ir-^a 3 \{ {x\ - a)). 

fc=l,...,(d-l)/2 fe=l,...,(d-l)/2 

Pour f — h + 1, dw/2, Sj> appartient a F x , done — Oj est la norme d'un element de 
F*. De meme, pour tout k — 1, (d — l)/2, — a 2 est une norme. Enfin (— l) r aj r est 
aussi une norme. Ces termes disparaissent de notre calcul et la condition (6)j equivaut a 

( 7 ) XFji-Cji/o Yl {Norm Fj/F {aj) - Norm F .,/ F (a jl ))) = 1. 

Cette relation est independante de X. On a impose a X des conditions de non nullite qui 
sont verifiees sur un ouvert dont le complementaire est de mesure nulle. Cela demontre 
que m(S) = 1 si la condition (7) est verifiee pour tout j = 1, h, m(S) = sinon. 

Supposons H deploye et S — X qd . Alors h — 0, done m(S) = 1. Supposons H non 
deploye et S — X q d. Alors h — 1, Fi = E et c\ — rj avec les notations de 11.4 appliquees 
a W. Le noyau anisotrope de q est le meme que celui de la forme quadratique sur E © D 

e © xv i— > i]Normp/ F (e) + vqx 2 . 
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Puisqu'on a suppose G deploye, cette forme n'est pas anisotrope done —r]u est la norme 
d'un element de E x . La condition (7) est verifiee et m(S) = 1. Supposons maintenant 
dw > 4 et S = Xp , ou ( = ±, Fi G T v . Alors h — 2, et les termes Fi, F 2 , ai et a 2 
coincident avec ceux de 11.4. On a q = et c 2 = — c">. D'apres la definition de ces 
termes, la condition (7) equivaut a XfA— Wo) = C pour j = 1, resp. X-F 2 ( — ^o) — C pour 
j = 2. Mais le calcul ci-dessus montre que Xv(— V^o) = 1- Les conditions pour j = 1 et 
j = 2 sont done equivalentes. On obtient que m(S) = 1 si X-Fi( — W)) = C> ^(5*) = 
sinon. Reportons ces valeurs de m(S) dans l'egalite (5). Dans le cas dw < 2, on obtient 
immediatement la formule ci-dessous. Dans le cas dyy > 4, celle-ci resulte d'une inversion 
de Fourier sur le groupe F x / F x2 si H est deploye, sur le groupe NorrriE/F{E x )/F x2 
sinon. La formule est 



Wf) = 




si dw < 2, 
si dw > 4. 



Alors J(9, /) = 7(0, /) et F(6 I , /) = 0. Done c reg = dans le cas d w < 2 et c v = dans 
le cas dw > 4. Mais alors Fapplication bilineaire E est identiquement nulle, ce que Ton 
voulait demontrer. 



11.6 Preuve de la proposition 11.1 dans le cas d pair 

On suppose verifiee l'hypothese du paragraphe 11.1 et on suppose d pair. Eliminons 
le cas d = 2. Dans ce cas, G est un tore de dimension 1. 11 resulte des definitions que 

J(6, f) = 6(0) [ f(X)dX 

et 

/(0,/) = 0(O)/(O). 

Ces deux expressions sont egales par inversion de Fourier. On suppose maintenant d > 4. 
En imitant ce que Ton a fait au paragraphe precedent, on peut supposer G quasi-deploye 
et H deploye. II existe une unique famille de nombres complexes (c v ) u< z^v de sorte que 

pour tous 9, f. Fixons v e M v . On introduit des elements X qd et Xp de g(F) comme en 
11.4. Soit X un de ces elements. On peut supposer qu'il appartient a un tore appartenant 
a T(G), que Ton note Tx- On introduit un voisinage ux de X dans tx{F) et une fonction 
f[X] verifiant les conditions (1), (2) et (3) de 11.5. On pose 

f=w v \-\f[x qd \+ Yl ^N(/ra-/ra. 

Les notations sont celles introduites dans le paragraphe 11.5, l'extension E etant main- 
tenant associee a V et non plus a W. On note X l'ensemble des elements X tels que f[X] 
apparaisse dans ces formules et, pour X e X , cx le coefficient dont il est affecte. On 
fixe un G-domaine u dans g(F), compact modulo conjugaison, contenant et Supp(f). 
Notons Td l'unique tore deploye dans T(H)et fixons un element S G t<j(F) fl f) reg (F). On 
choisit un quasi-caractere 9 sur f)(F) tel que 9{Y) = j H (S, Y) pour tout Y G cuD t) reg (F). 
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Pour T 6 T, T ^ {1}, la fonction c/ est nulle hors de u tandis que cq est nulle sur 
t(F) Duj pour la meme raison que c/ l'etait en 11.5. Done cgCf est nulle sur t(F). Comme 
en 11.5, on calcule alors 

/(#,/) = <W 

Pour X G X, on pose 

m(X) = mes(tJx)~ 1 iTies(uJx H tx^) 5 )- 

On a 

(1) J(0,/) = $> x m(X), 

et on est ramene a calculer ces termes m(X). 

On utilise les definitions et notations de 9.4 appliqees au cas W" = W . Puisque T d 
est deploye, on peut supposer que les vecteurs w±j appartiennent a W. Soit X G Q r eg{F). 
Supposons Px(sj) 7^ pour tout j = 1, ...,m et -Px(O) 7^ 0. Soit Xl, ...,X t un ensemble 
de representants des classes de conjugaison par G(F) dans la classe de conjugaison stable 
de X. Montrons que 

(2) il existe un unique i G {1, 1} tel que Xi soit conjugue a un element de S + S'+E 5 
par un element de G(F). 

La forme bilineaire (v,v f ) 1— > q(v,Xv') est symplectique. Son determinant est done 
un carre dans F x . Ce determinant est det(q)det(X). On a det(X) = i"x(0) et det(q) = 
(-l) d / 2 -Hv i/ s . On a i? 5> o(0) = (-l) m U j= i,..., m s ] et m = (dwr-l)/2. On en deduit que 

1 J (-l)V 5 z/ % (0) 

On peut choisir des coordonnees (\i)i=i,..., r , (z±j)j=i,..., m et zo, avec A« G F et ^ G F x 
pour j = 0, ±1, ±m, de sorte que Px soit le polynome du lemme 3.4. En effet, on 
pose Z-j = 1 pour j = 1, ...,m et, grace a (3), on peut choisir les Zj, pour j = 0, ...,m, 
de sorte que les egalites 9.4(1) et 9.4(2) soient verifiees. Ensuite, les A« sont determines 
par un systeme inversible d'equations lineaires a coefficients dans F. Cela montre qu'il 
existe Y G S + 5 + A s tel que Py = Px- Un tel F est conjugue a X par un element de 
G + . Comme on l'a dit dans la preuve du lemme 9.5, quitte a changer zq en — zq, on peut 
assurer que F est conjugue a X par un element de G. Done F appartient a la classe de 
conjugaison stable de X et est conjugue a l'un des Xi par un element de G(F). L'unicite 
de cet element X t est assuree par le lemme 9.5 : deux elements de S + S + T, s ne peuvent 
etre conjugues par un element de G que s'ils le sont par un element de G(F). D'ou (2). 

On a choisi un element S. On peut supposer que les hypotheses de non-nullite im- 
posees ci-dessus a X sont verifiees pour tout element de {Jxex 0Ux - P° ur X G oox qd , la 
classe de conjugaison stable de X se reduit a sa classe de conjugaison par G(F). Done 
X G t Xqd (F) 5 , puis m(X qd ) = 1. Soit F 1 G T v . Pour C = ±, posons X< = X c Fi . Alors X + 
et X~ sont stablement conjugues et ces deux elements sont un ensemble de representants 
des classes de conjugaison par G(F) dans leur classe de conjugaison stable. L 'assertion 
(3) nous dit qu'il y a un unique ( tel que X^ appartienne a txc{F) s . Notons £ cet (. On 
va le determiner. Dans ce qui suit, on fixe Fi et ( = ±, on pose X = X^. Comme dans 
le paragraphe precedent (en changeant W en V), on decompose V en somme directe 
orthogonale 

V = F 1 © F 2 © Z 
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et, pour j = 1, 2, on introduit la base (e^, e_,-) de Fj. 

Supposons d'abord c?vk > 3 et r = 0. Pour j = 1,2, posons 6j = ej et e_j = cj 1 e_j. 
Choisissons une base hyperbolique (e±k)k=3,...,d/2 de Z. Supposons ( = £ et choisissons 
un element 7 G tel que / ~f~ 1 X'~f e S + A s . Pour = 1, d/2, on a etudie dans la 

preuve de 10.8 les coordonnees de 7 _1 e±fc dans la base {vq,ws,w±i, ...,w± m } de V. En 
notant Y±fc sa coordonnee sur v , les formules 10.8(3) et 10.8(4) nous disent que 



11 1 ... \ -i ,■ — .c ; 

Y*Y-k = v Q - 



Hj=l,...,m( S 'j X k) 
Hk'=l,...,d/2;k'^k( X k' ~ X k) 

Appliquons cela a k — 1. On a TF^ei) = c^e_i, done aussi r^^^ei) = c^7 _1 e_i puis 
t Fi (Yi) = c^YLi. Alors (cty'iY'-i) = 1. On a ii = fli et on deja utilise plusieurs fois 
que y 2 — a\ etait la norme d'un element de F{ 1 pour tout y G F. On deduit de la formule 
ci-dessus que 

Xf^YiY-i) = Xf 1 (M x I - x D) = XF 1 (vo(Norm Fl/F (a 1 ) - Norm F2 / F (a 2 ))). 

D'apres la definition de c^, on en deduit £ = XfAWo)- 

Passons au cas dw > 3 et r > 0. On peut supposer que Z C Z et que e±fc = v±(k+ r -d/2) 
pour fc = d/2 + 1 — r, d/2. On peut ecrire X = X + X a , avec X G 0o(F) et X a G a(F). 
L'element X verifie les memes conditions que X, relativement a l'espace V . Supposons 
( = XFxiv^o)- On vient de voir que X est conjugue a un element de S + S 0j b par un 
element de Gq(F). Par un argument que l'on a deja utilise plusieurs fois, X est conjugue 
a un element de S + S + S 5 par un element de G(F). Done C = C = XFiCW))- 

Considerons enfin le cas = 1- Dans ce cas, 5 = 0, S est un element nilpotent 
regulier et S+A est une section de Kostant relative a cet element. D'apres [Kot] theoreme 
5.1, si X est conjugue a un element de S + A par un element de G(F), on a l'egalite 

inv(X)inv(Tx) = invrC^), 

avec les notations de 11.4. L'element S laisse stable l'hyperplan D © Z. Le noyau aniso- 
trope de la restriction de q a cet hyperplan est la restriction de q a D. Done S G C^. 
L'egalite ci-dessus jointe a 11.4(2) entraine C, = xf^Wo)- 

Le raisonnement ci-dessus s'etend a tout element de u x + Uc^x- • En effet, tout element 
de cet ensemble est du meme type que X ± 1 avec des valeurs propres differentes. On 
obtient alors 

1, si C = Xf^o), 
0, si C = -XfAvvo)- 

En reportant ces valeurs dans l'egalite (1), on obtient J(9,f) = 8v,v - Done J(9,f) = 
1(9, f) et E(9, f) = 0. Comme dans le paragraphe precedent, cela implique que E est 
identiquement nulle. □ 



m(AT c ) = j 



12 Preuve des theoremes 7.8 et 7.9 

12.1 Du groupe a l'algebre de Lie 

Considerons les assertions suivantes 
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(th)a- Pour tout quasi-caractere 9 sur H(F) et toute fonction tres cuspidale f e 
C£°(G(F)), on a Fegalite Um N ^I N (9, f) = 1(9, /). 



(th')o- Pour tout quasi-caractere 9 sur H(F) et toute fonction tres cuspidale f e 
C%°(G(F)), dont le support ne contient pas d'element unipotent, on a Fegalite lim N ^ OQ I N (9, 

mf). 



(tf)) g . Pour tout quasi-caractere 9 sur f)(F) et toute fonction tres cuspidale f G C%°(#(F)), 
on a Fegalite UmM_ QO I^(9, /) = 1(9, f). 

(tf)') s . Pour tout quasi-caractere 9 sur f)(F) et toute fonction tres cuspidale f £ C£°(g(F)), 
dont le support ne contient pas d'element nilpotent, on a Fegalite 11171^^^1^(9, f) = 
1(0 J)- 

Lemme. L'assertion (th)o entraine (tf)) g . L'assertion (th')c entraine (tf)') s . 

Preuve. Supposons verifiee (th)c- Soient 9 un quasi-caractere sur f)(F) et f & C^°(q(F)) 
une fonction tres cuspidale. On veut montrer que E(9, f) = 0, avec la notation de 11.3. 
Dans la preuve de ce paragraphe, on a vu que E etait homogene pour la transformation 
(0, f) | — > (9 x ,f x )- Cela permet de supposer que le support de / est contenu dans un 
bon voisinage ui de dans q(F). Comme dans la preuve du lemme 11.2, on introduit un 
quasi-caractere W sur H(F) et une fonction f e C^°(G(F)) tres cuspidale. On verifie 
que J(9, f) = Ji jU (0 u , f) et 1(9, f) = h^{0 w , f). D'apres les lemmes 8.2 et 8.3 et la pro- 
position 10.9, on a Ji,u,(0 w ,f) = lim N _ ¥OO I N (0 w ,i), Ii jU (0 u ,f) = l(0 u ,f). D'apres (th) G , 
ces deux termes sont egaux. La conclusion E(9, f) = s'ensuit. 

La preuve de la seconde assertion est identique : si le support de / ne contient pas 
d'element nilpotent, celui de f ne contient pas d'element unipotent. □ 



12.2 La recurrence 

On va raisonner par recurrence sur d. Considerons des donnees V", W", d" analogues 
a V, W, d (avec le meme r). Pour ces donnees, il y a une assertion (th)c" analogue a 
(th)c- Considerons l'assertion 

(th) <d . L'assertion (th) G » est verifiee si d" < d. 



Lemme. L'assertion (th) <( i entraine (th')c- Les assertions (th) <c i et (tf)) fl entrainent 
(th) G . 

Preuve. Supposons verifiee (th) <c i, soient 9 un quasi-caractere sur G(F) et f E 
G^(G(F)) une fonction tres cuspidale, dont le support ne contient pas d'element uni- 
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potent. Soient x G G SS (F) et uj x un bon voisinage de dans Q X (F). Posons Q x = 
{xexp{ui x )) G . On impose a uj x les conditions suivantes. Si x — 1, on suppose que Vl\ fl 
Supp(f) = (c'est loisible d'apres l'hypothese sur /). Si x n'est conjugue a aucun 
element de H SS (F), on impose a uj x les conditions de 8.1. Si x est conjugue a un element 
de H SS (F), on fixe un tel element x', on choisit un bon voisinage uj x i de dans Q X >(F) 
verifiant les conditions de 8.2 et on definit cu x comme l'image par conjugaison de u x >. Le 
meme procede qu'a la fin de la preuve de la proposition 6.4 permet de choisir un sous- 
ensemble fini X C G SS (F) et de decomposer / en somme finie / = Ylxex fm ^ e sor te que, 
pour tout x G X, f x soit le produit de / et de la fonction caracteristique d'un G-domaine 
inclus dans fl x . Par linearite, on peut aussi bien fixer x G X et supposer / = f x . Si x — 1, 
cette fonction est nulle d'apres le choix de ui. L'assertion a prouver est triviale. D'apres 
8.1, c'est aussi le cas si x n'est conjugue a aucun element de H(F). Supposons que x ^ 1 
et x est conjugue a un element de H(F). On peut aussi bien supposer x G H SS (F). Les 
lemmes 8.2 et 8.3 nous ramenent a prouver l'egalite 

(1) Um N ^ oo I x ^^ N {0, f) = I x ,oj(0, f). 

On utilise les notations des sections 8 a 10. Si A G > x ^ {1}, le membre de gauche est 
nul d'apres la proposition 10.9. L'ensemble T_ x est vide et le membre de droite est nul 
lui-aussi. Supposons Ag> x = {!}■ En 10.1, on a decompose 6 X>U) en une somme finie 

9 x ax) = J2Mx')j h "(s,x") 

ses 

pour X G uj fl i)(F). On peut aussi bien ecrire 

ses 

pour tout X G t)x(F), ou 6' S {X') = l^js(X') et 6'^X") = l^ nr{F) j H " (S, X"). Remar- 
quons que 9' s , resp. 9g, est un quasi-caractere sur g' x (F) = f)' x (F), resp. f)"(F), a support 
compact modulo conjugaison. On peut de meme decomposer 9f, x ,w en somme 

beB 

ou B est un ensemble fini d'indices et, pour tout b G B, 9'j b , resp. 9f b , est un quasi- 
caractere sur g' x (F), resp. q"(F), a support compact modulo conjugaison. D'apres la 
proposition 6.4, pour tout b G B, on peut choisir une fonction f{J G C^(g"(F)), tres 
cuspidale et telle que 9'j b = 9f». En comparant les formules de 7.9 et 8.3, on obtient 
l'egalite 

i*Mf)= E ns,b)m,f?) 

ses,beB 

ou 

I'(S,b)= J2 \W(G' X ,T')\-MT') I 9' s (X')9' Lb (X')D G Hx')dX'. 
T'er ell (G' x ) Jt '( F ) 

De meme, en comparant les formules de 10.9 et 11.2, on obtient 

J*Mf)= E r(s,b)j(9'>,fZ). 

ses,beB 



104 



Puisque x ^ 1, on a dim{W") < d. L'assertion (th) <( i et le lemme 12.1 entrainent que 
(tf)) fl // est verifiee. Done J(0g,f{,') = 1(9$, f I') grace au lemme 11.2. Alors les formules 
ci-dessus et la proposition 10.9 impliquent l'egalite (1) qu'il fallait prouver. 

La seconde assertion de l'enonce se demontre de meme. On ne peut plus eliminer le 
point x — 1. Mais, pour ce point, l'egalite J(9' s ,f^) = I(9' s ,f^) provient de l'assertion 
(tf)) g que Ton suppose verifiee. □ 

12.3 Finale 

Pour prouver le theoreme 7.8, et aussi le theoreme 7.9 d'apres le lemme 12.1, il 
sufiit de prouver que l'assertion (th) <d entraine (th) G . Or (th) <d entraine (th')a (lemme 
12.2), qui entraine (tf)')g (lemme 12.1). Cette derniere assertion entraine (tf)) g : e'est une 
reformulation de la proposition 11.1. Jointe a (th) <d , cette derniere assertion entraine 
(th)c (lemme 12.2). Cela acheve la preuve. 

13 Un cas de la version faible de la conjecture locale 
de Gross-Prasad 

13.1 Definition des multiplicites 

Soit G un groupe reductif connexe defini sur F. Une representation de G(F) est 
un couple (ir,E n ), ou E n est l'espace de la representation (pour nous, un espace vecto- 
riel complexe), et n un homomorphisme de G(F) dans GLc(E n ). On oubliera souvent 
l'un des termes en la notant simplement n ou E n . On notera aussi une classe d'iso- 
morphie de representations comme une representation dans cette classe. On note n la 
representation contragrediente de n. On note Irr(G) l'ensemble des classes d'isomor- 
phie de representations admissibles irreductibles de G(F) et Temp(G) le sous-ensemble 
des representations qui sont aussi temperees. A tout element 7r e Irr(G) est associe 
un caractere 9 W , que Ton peut considerer comme une distribution sur G(F) ou comme 
une fonction definie presque partout. Dans cette derniere interpretation, 9 n est un quasi- 
caractere sur G(F) d'apres un theoreme de Harish-Chandra ([HCDS] theoreme 16.2). 

Considerons la situation de 7.2, soient (ir,E n ) € Irr(G) et (a,E a ) e Irr(H). Notons 
HorriH^(TT,<y) l'espace des applications lineaires f : E n — > E a telles que 

ip(ir(hu)e) = £(u)a(h)(p(e) 

pour tous h G H(F), u G U(F), e G E n . Cet espace depend des constantes & qui nous 
ont permis de definir ^, mais de fagon inessentielle. En effet, si on associe un caractere £' 
a d'autres constantes, on verifie qu'il existe a G A(F) tel que l'application if \— > <p o n(a) 
soit un isomorphisme de Homn^ij,^) sur HomH^'(^, cr). Tout ce qui suit est done 
essentiellement independant des constantes £j. 
On a 

(1) dim c (Hom H ^(ir, a)) < 1. 

Si r = 0, e'est le theoreme 1' de [AGRS]. Ce resultat est generalise a tout r dans [GGP] 
corollaire 20.4 (pour les groupes unitaires, mais la preuve est la meme pour les groupes 
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speciaux orthogonaux). On pose 



m(a,7i) = dimc(Hom,H,€('K,o'))- 

Soit T G T. En appliquant les definitions de 7.3 aux quasi-caracteres 9 — 9 d et r = 9 n , 
on definit les fonctions c#. et sur T(F), que Ton note simplement c# et c^. On pose 

m^^Tr) = V \W{H,T)\~ l v{T) [ c,(t)c 7r (t)D H (t)A(t) r dt. 

Cette expression est absolument convergente d'apres la proposition 7.3. 

Proposition. Supposons n G Irr(G), a G Irr(H) et ir supercuspidale. Alors on a 
l'egalite m(a, it) = m geom (a, ir). 



Preuve. Si V est hyperbolique de dimension 2, on verifie directement que les deux 
termes de l'egalite valent 1. On exclut ce cas. Introduisons les representations de G(F) : 
p = Ind^fpsjjspJa <g> £) et p = i^d^FXuiF)^ ® £)■ La premiere est l'induite lisse de la 
representation a <8> £ de H(F)U(F), oil £ est le conjugue complexe de £, la seconde est 
l'induite a supports compacts de la representation & <g> £. Par reciprocity de Frobenius 
pour la premiere egalite et d'apres un resultat standard pour la seconde, on a 

Hom H ^(ir,a) = Hom G ( F )(n, p) = Hom G ( F )(p,ft). 

Puisque ft est supercuspidale et le centre de G{F) est fini, la theorie de Bernstein nous 
dit que p se decompose en somme d'une representation r dont aucun sous-quotient n'est 
isomorphe a ft et d'un certain nombre de facteurs tous isomorphes a ft. Le nombre de 
ces facteurs est precisement m(cr, ir). Soit / un coefficient de ir. On a l'egalite 

trace(ft(f)\E*) = f^d^y 1 

oil d(n) est le degre formel de ir. L'operateur r(f) est nul. Done p(f) est de rang fini et 

(2) trace(p(f))=m(a,7r)f(l)d(n)- 1 . 

Montrons que, si N est un entier assez grand, 

(3) trace(p(f)) = I N (9*,f). 

Fixons un sous-groupe ouvert compact K' C K tel que / soit biinvariante par K' . 
Notons Vt N le support de la fonction k n et E p ^ N le sous-espace de E p forme des fonctions 
a support dans Qn- Selon l'usage, notons Ejf N le sous-espace des elements invariants par 
Faction de K' . Puisque l'image de p(f) est de dimension finie, elle est contenue dans 
Ejf N si N est assez grand. Alors trace(p(f)) est la trace de la restriction de p(f) a Ejf N . 
Fixons un ensemble de representants Y N des doubles classes H(F)U(F)\fl N / K' . Notons 
r^y le sous-ensemble des 7 G Tjy tels que £ soit trivial sur ^yK'^y' 1 n U(F). Pour 7 G T N , 

posons K H [y] = ^K'^ 1 fl H(F) et fixons une base B[y] de l'espace E^" b] . Notons 
{b; b G B[y]} la base duale de E? ' 7 '. Pour 7 G T' N et 6 G #[7], il existe un unique 
element y?[&, 7] G Ey,, a support dans H(F)U(F) r fK', invariant a droite par K' et tel 



106 



que (p[b, 7] (7) = L'ensemble {(f[b, 7)57 G r^,6 G ^[7]} est une base de -E^. Alors, la 
trace de p(/) agissant dans est 

E <( P (fMb,l])(l),b>. 

On a 

< (p(/M6,7])(7),6>= / <</?[&, 7] (7<?),&> /(<?M<? 

./G(F) 

= mes{H{F)U{F)\H{F)U{F) 1 K') [ < a{h)b,b > ^f^hu^dudh 

JH(F)U(F) 

= mes(H(F)U(F)\H(F)U(F)^K') [ < a(h)b, b > 1 f{h)dh. 

Jh(f) 

La somme sur b G B[y] de cette integrate est trace(a( 7 /^)), ou encore I(9&, /, 7). On 
verifie que ce terme est nul pour 7 G T N , 7 G" et on obtient 

trace(p(f)) = ^ mes(H(F)U(F)\H(F)U(F)^K')I(e & J n ) 
jer N 

= / I(0»,f,g)K N (g)dg, 

J H(F)U{F)\G(F) 

d'ou (3). 

La fonction / est tres cuspidale. On calcule son quasi-caractere associe 

(4) f = f(l)d(n)-%. 

En effet, cela resulte de notre definition 5.3 de 6f et de [A6] theoreme p. 3 (il y a un 
probleme de passage a la contragrediente dans ce theoreme). 

Grace a (3) et au theoreme 7.8, on a trace(p(f)) = I{6 6 , f). Grace a (4), I(6&, f) = 
/(l)rf(7r) _1 m seom ((T, 7r). Alors la proposition resulte de (2). □ 

13.2 Les L-paquets 

Considerons de nouveau la situation de 7.2. On suppose desormais que G et H sont 
quasi-deployes, autrement dit que d an {V) < 2, d an (W) < 2. On affecte les notations d'un 
indice i : Vi, Wi, Hi etc... 

A equivalence pres, il existe au plus un couple (V , q') analogue a tel que 

dim{y') = d, le discriminant de q' soit egal a celui de qi, mais (V, q') ne soit pas 
equivalent a (Vi, qi). Un tel couple verifie d an (V) + d an {Vi) = 4. Le couple (V, q') existe 
si et seulement si d + d an (Vi) > 4. S'il existe, on le note (V a , q a ) et on introduit pour ce 
couple les memes objets que pour (V^,^), affectes d'un indice a. On introduit de meme 
un couple (W a , qw a ), s'il existe, c'est-a-dire si dwi + d an (Wi) > 4. Quand ces deux couples 
existent, on a l'egalite V a = W a @D et q a est la somme orthogonale de qw a et de la forme 
deja fixee sur D. 

Remarque. Les indices % et a signifient "isotrope" et " anisotrope" , les donnees af- 
fectees de l'indice % ayant tendance a etre "plus isotropes" que celles affectees de l'indice 
a. Precisement, on a d an (Vi) + d an (Wi) < d an (V a ) + d an (W a ). 
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Pour simplifier, si le couple (V a , q a ), resp. (W a , qw a )-> n'existe pas, on pose Temp(G a ) = 
0, resp. Temp(H a ) = 0. Selon une conjecture due essentiellement a Langlands, les en- 
sembles de representations Temp(Gi) et Temp(G a ) se decomposent en reunions disjointes 
de L-paquets, qui possedent les proprietes (1), (2) et (3) ci-dessous. 

(1) Soit II un L-paquet de TempiGi) ou Temp(G a ). L'ensemble II est fini. Posons 
6>n = X^Trgn^- Alors 9u est une distribution stable. 

(2) II existe une application qui, a un L-paquet dans Temp(G a ), associe un L-paquet 
dans Temp(Gi), et satisfait les conditions suivantes. Elle est injective. Soient Il a un L- 
paquet dans Temp(G a ) et Ilj son image. Alors (— l) d #n a est le transfert a G a (F) de 
la distribution 6jj. sur Gi(F). Soit Ilj un L-paquet dans Temp(Gi) qui n'est pas dans 
l'image de l'application. Alors le transfert a G a (F) de 6^. est nul (si le groupe G a existe). 

Remarque. Le signe {-l) d s'interprete comme (-l) ran9F(Ga) ~ ran9F ^ Gi \ohrang F (G a ), 
resp. rangp(Gi), est la dimension d'un sous-tore deploye maximal de G a , resp. Gi. 

On sait definir la notion de modele de Whittaker d'une representation dans IrriGi). 
Plus precisement, une telle notion est associee a chaque orbite nilpotente reguliere O 
de Qi(F). Soient O une telle orbite et N e O. On peut completer N en un sl 2 -triplet 
qui determine un sous-tore maximal T et un sous-groupe de Borel B de de sorte que 
T C B et N G b(F). Notons Ub le radical unipotent de B et definissons une fonction 
£jv sur Ub(F) par ^(exp(N)) = ip(< N,N >). C'est un caractere. Pour n e Irr(Gi), 
on dit que n admet un modele de Whittaker relatif a O s'il existe une forme lineaire / 
sur E n , non nulle et telle que l(ir(u)e) = ^N(u)l(e) pour tous u G Ub(F), e G La 
derniere propriete des L-paquets est 

(3) pour tout L-paquet II dans Temp(Gi) et toute orbite nilpotente reguliere O dans 
Qi(F), il existe un et un seul element de II qui admet un modele de Whittaker relatif a 
O. 

Remarques. La propriete (1) pour le groupe Gi est annoncee par Arthur. II n'y a 
guere de doute que, dans un avenir proche, les travaux d'Arthur demontreront egalement 
cette propriete pour le groupe G a et la propriete (2). Konno a montre que des resultats 
egalement annonces par Arthur entrainaient la propriete (3) ([Konno] theoreme 3.4). 
Signalons que cette propriete (3) est une conjecture de Shahidi. 

Dans la suite de Particle, on admet l'existence de L-paquets possedant ces 
proprietes. Bien evidemment, on les admet aussi pour les groupes Lfj et H a (l'entier d 
etant change en dw)- 

13.3 Un resultat en direction de la conjecture locale de Gross- 
Prasad 

Soient IL un L-paquet dans TempiGi) et Ej un L-paquet dans Temp(Hi). Si LTj est 
dans l'image de l'application 13.2(2), on note Il a le L-paquet dans Temp(G a ) dont il est 
l'image. Sinon, onposeII a = 0. On definit de meme E a . Pour (a, ir) G (E i xIIj)U(E a xn a ), 
on definit la multiplicite m(cr, ir). 

Theoreme. Supposons que tout element de Ilj U ll a soit supercuspidal. Alors il existe 
un unique couple (a, ir) G (Ej x Ilj) U (E a x ll a ) tel que m(a, n) — 1. 
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Sous les hypotheses indiquees, c'est une partie de la conjecture 6.9 de [GP]. La 
demonstration sera donnee au paragraphe 13.6. 



13.4 Calcul de fonctions j 

On considere la situation du paragraphe 11.4 dont on reprend les notations. On 
reprend aussi la notation Ty introduite en 11.5. Dans le cas ou d est pair et d > 4, 
on a defini des elements Xp . On pose €f 1 = Xf 1 (— Norm f 2 /f ( a 2))- En fait, ce terme 
ne depend pas de a<i puisque l'image de Norm F2 / F (a2) dans F x /F x2 est uniquement 
determinee. On note T Fl le commutant de Xp dans G. 

Lemme. (i) Supposons d impair ou d < 2. On a l'egalite 

j{O reg ,X qd ) = \W G \D G {X qd )' 1 / 2 . 
(ii) Supposons d pair, d > 4. Soit v G M v . On a l'egalite 

j(O u ,X qd ) = \M v \- l \W G \D G {X qd )- l l 2 . 
Pour Fi G T v , on a l'egalite 



Preuve. Supposons d impair ou d < 2. D'apres 2.6(4) et le lemme 11.4, on a l'egalite 

j(O reg , X qd ) = j(\X qd , X qd ) 

pour tout A G F x2 assez voisin de 0. Le commutant T qd de X qd dans G est un Levi 
minimal. La formule 2.6(5) exprime j G (\X qd , X qd ) a l'aide de la fonction j T i d . Mais, 
pour tout tore T, la fonction (X,Y) i— > j T (X,Y) est constante de valeur 1, ainsi qu'il 
resulte de sa definition. D 'autre part, un element de t qd (F) est conjugue a X qd par un 
element de G(F) si et seulement s'il l'est par un element de N orma(F)iT qd ) . II y a \ W G \ 
tels elements. Alors, la formule 2.6(5) conduit a l'egalite du (i) de l'enonce. 

Dans la situation du (ii), notons X l'ensemble forme des elements X qd et Xp , pour 
F 1 G T v . La formule 2.6(4) et le lemme 11.4 entrainent que pour A G F x2 assez voisin 
de 0, on a l'egalite 

(1) j(O u ,Y) = \M v r 1 Q(XX qd ,Y)+ J2 XF^r])0{\X^Y)-j{\Xp^Y))) 

pour tout Y G X. Fixons un tel A. 
Comme ci-dessus, on a 

"j{\X qd ,X qd ) = \W G \D G {X qd )- 1 ' 2 . 

D'autre part, pour F 1 G T v , l'element Xp n'est conjugue a aucun element de t qd (F) et 
la formule 2.6(5) entraine 

j(\X qd ,X±) = 0. 
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Soit Fi G T v . II nous faut calculer j(XX^,Y) - j(XX Fi ,Y) pour Y G X. On va 
d'abord supposer d = A. Pour j = 1, 2, notons Gi le groupe special orthogonal de Fj 
muni de la forme Normp./p. C'est un tore de dimension 1. Le groupe G' = G*i x G 2 
est un groupe endoscopique elliptique de G. La classe de conjugaison stable de X Fi 
dans 0(F) est l'image de la classe de conjugaison stable d'un element X' G ; (F), cette 
derniere classe se reduisant a {X'} puisque G' est un tore. On peut normaliser le facteur 
de transfert A GtG > de sorte que Ag,g'(X', X f ) = ( pour ( = ± = ±1. Grace a Ngo Bao 
Chau, la conjecture 1.2 de [W4] est maintenant demontree. La fonction i G (X, Y) de [W4] 
est egale a j G (X, Y)D G (Y) 1 ^ 2 . La fonction i G est constante de valeur 1 puisque G' est 
un tore. Avec les notations de cette reference, on a done l'egalite 

7^)6 G (Ax+,y)-5- G (^,y))i> G (y) 1/2 = 7^(fl') E a oMz,y) 

zee'(F) 

pour tout Y G Qreg(F). La classe de conjugaison stable de l'element X qd n'est l'image 
d'aucun element de ; (F). II n'y a done aucun Z pour lequel AG^(2,X 5 ,i) 7^ 0. On 
obtient 

j G (AX+,X, d ) - j G (\X Fi ,X qd ) = 0. 

Soit F[ G F y . Si F-[ 7^ Fi, la classe de conjugaison stable d'un element X^,, pour ( = ±, 
n'est l'image d'aucun element de Q f {F) et on obtient de meme 

j G (AX+,xy-j G (AX-,^,) = 0. 

Si Fi 7^ F2, la classe de conjugaison stable de X F est l'image d'un unique element de 
g'(F), a savoir X' et on connait la valeur Ag,g'(X', X f ) = ( (en identifiant ( a un 
element de {±1}). Si Fi = F 2 , la classe de conjugaison stable de X F est l'image de 
deux elements de g'(F) : X' et l'element X" obtenu en echangeant les deux facteurs 
de X' . Un argument general nous dit que, parce que G est quasi-deploye, le facteur de 
transfert est insensible a Faction d'un automorphisme du groupe endoscopique G' . Done 
A G , G ,(X",X Fi ) = A G , G ,(X',X Fi ) = C On obtient 

] G (\x^x^-r(xx Fi ,x Fi ) = ai + s Fl , F2 h4^^ 

Remarquons que D G (X Fi ) = D G (X Fi ). Si F 1 7^ F 2 , le groupe W(G, T Fl ) a deux elements : 
Taction de l'element non trivial de ce groupe envoie X F sur un element analogue ou les 
valeurs propres a\ et a 2 sont changees en —a\ et — a 2 . Si F x = F 2 , le groupe W(G,T Fl ) 
a 4 elements : on peut de plus permuter les deux facteurs. Done 

\W(G,T Fl )\ 

A + Of u F 2 — n • 



II reste a calculer les facteurs 7^. Ces facteurs sont les "constantes de Weil" associees a ip 
et aux formes quadratiques (X, Y) 1— > trace(XY)/2 sur 0(F) et fl'(F). Fixons ^1, ^ 2 G F x 
tels que Fj = F(y^) pour j = 1,2. Si G est deploye, posons ^ = 1. Si G n'est pas 
deploye, soit £ G F x tel que F = F( v / £). La forme quadratique sur g(F) a meme noyau 
anisotrope que la forme x 2 + (,y 2 de dimension 2. La forme quadratique sur fl'(F) est 
equivalente a la forme £ix 2 + £ 2 y 2 . Ces deux formes ont meme determinant. Elles sont 
equivalentes si et seulement si Xfite) = 1) ou, ce qui revient au meme, si = 1. On 
en deduit l'egalite 



110 



puis 



(2) nxx^xi)-nxx- Fi ,x< Fi ) = ce F r K 2 Fi,l D G (xir^. 

Remarque. Le calcul serait le meme si l'on remplagait X F par un element similaire, 
mais de valeurs propres differentes. Par exemple si l'on remplagait X F par un conjugue 
par un element du groupe G + (F). 

Levons l'hypothese d = 4. Dans la construction de 11.4 des elements X F , on a 
fixe un espace hyperbolique Z et un sous-tore deploye maximal T du groupe special 
orthogonal de cet espace. Notons M le commutant de T dans G. On a M = TG', ou 
G' est le groupe special orthogonal de l'espace quadratique F 1 © F 2 de dimension 4. Soit 
X G X et Y un element de m(F) conjugue a X par un element de G(F). II est clair 
que Y = Y F + Y\ ou Yf G t(F) et Y' est un element de g'(F) construit de la meme 
fagon que X, eventuellement conjugue par un element du groupe G' + (F). Comme on l'a 
dit ci-dessus, la fonction j T est constante de valeur 1. La formule 2.6(4) et nos resultats 
ci-dessus appliques au groupe G' conduisent a l'egalite 

j G (\X^X)-j G (\X Fi ,X) = 

pour X G X, X 7^ X F . Pour X = X F , on doit calculer le nombre de classes de conju- 
gaison par M(F) contenues dans l'intersection de m(F) et de la classe de conjugaison 
par G(F) de X. Parce que X est elliptique dans m(F), tout element g G G(F) tel que 
gXg~ x G m(F) normalise M. Le nombre cherche est done le nombre d'elements du groupe 
N oririG(F){M) j M (F) . On verifie que tout element de ce quotient a un representant dans 
Norm,G(F){TF 1 )- Le nombre cherche est done |W(G f ,7V 1 )||W(M,7V 1 )| -1 . Le deuxieme 
facteur est l'inverse de celui qui apparait dans l'egalite (2) appliquee au groupe G' . On 
obtient alors la meme egalite (2) pour notre groupe G. 

On a maintenant calcule tous les termes intervenant dans la formule (1). Cette formule 
conduit a l'egalite du (ii) de l'enonce. □ 



13.5 Classes de conjugaison stable de tores 

Dans ce paragraphe, on travaille soit avec l'une des series de donnees V*, Wi, G{ etc.. 
ou V a , W a , G a etc., soit avec les deux. Dans le premier cas, pour simplifier, on note b 
l'indice % ou a. On a defini 1' ensemble T b en 7.3. AT G T b , on a associe des espaces 

etc... et des groupes H[ etc... On precise la notation en les notant plutot W£ T , H[ T 
etc... Pour T G T b , on introduit le groupe de cohomologie /J 1 (T) = H 1 (Gal(F/F),T). 
Puisque At = {1}, ce groupe est un produit de facteurs Z/2Z et il est non trivial si 
T ^ {1}. On pose 

\H\T)\/2, siT^{l}, 
1, siT = {l}. 



h(T) 



On introduit le groupe W(H b _,T) = Norm Hi> (T)/Z Hi> (T). Le groupe de Galois Gal(FfF) 
agit sur W(H\,,T), on note Wf(H\,,T) le sous-groupe des points fixes. 

Fixons un isomorphisme $ : W a (3p F — > Wi ®f F tel que qw i (^(w),^(w')) = 
c Lw a ( w i w ') pour tous w,w' G W a <S>f F. Pour h G H a , notons <f>(h) = $ofto C'est 
un element de Hi et l'isomorphisme ainsi defini de H a sur Hi est un torseur interieur. 
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Soient T, T'eT^U Tj. On dit que T et T" sont stablement conjugues si et seulement si 
l'une des conditions suivantes (1) ou (2) est verifiee. 

(1) II existe un indice b tel que T,T' G T b . II existe h G H b tel que hTh' 1 = V et 
l'homomorphisme t i— > hth^ 1 de T sur T" est defini sur F. 

(2) Quitte a echanger T et T', on a T G T a et T" G T,. II existe h E Hi de sorte que 
h(f){T a )h~ l = Ti et l'homomorphisme t h- > h(p{t)h~ l de T a sur Tj est defini sur F. 

On note T ~ st T" cette relation. On verifie que c'est une relation d'equivalence. 

Lemme. (i) Soient T et T' deux elements de T a U T_ { stablement conjugues. Dans 
la situation de (1), Vespace quadratique W bT , resp. W" T , est isomorphe a W bT ,, resp. 
W" T , et on peut choisir h verihant (1 ) de sorte que la restriction de h a W" T soit 
un isomorphisme defini sur F de W" T sur W" T ,. Dans la situation de (2), les espaces 
quadratiques W" T et W" T , sont isomorphes et on peut choisir h verifiant (1) de sorte 
que la restriction de ho $ a W" T soit un isomorphisme defini sur F de W" T sur W" T ,. 
(ii) Soit T G T b . On a Vegalite 

\W{H b X)\- 1 = h(T)\W F (H h T)\-\ 

T>e%;T>~ at T 

Les nombres h(T) et \ W F (H\,, T) | ne dependent que de la classe de conjugaison stable de 
T. 

(Hi) Toute classe de conjugaison stable dans T a U / T_ i coupe T_ i . La seule classe de 
conjugaison stable qui ne coupe pas T a est la classe reduite au tore {1} G T_i- 

Preuve. Soient T et T' deux elements de T b stablement conjugues et h verifiant (1). 
Supposons d Wb impair. On a h(W" T = W" T , 8fF. Notons h" : W" T <S>f F -> 

W" T , ®f F la restriction de h. L'application f : i h h"xh"~ l est un isomorphisme 
de H" T sur i? bT - Ces deux groupes etant quasi-deployes, on peut fixer dans chacun 
d'eux un sous-groupe de Borel, un sous-tore maximal de ce groupe et un epinglage, ces 
donnees etant definies sur F. Quitte a multiplier h" a droite par un element de H" T , ce 
qui est loisible, on peut supposer que 0" envoie ces donnees du groupe H" T sur celles 
du groupe H" T ,. Soit o G Gal(F/F). La condition (1) entraine que cr(/i) _1 /i appartient 
au commutant de T dans H\>, c'est-a-dire a T x H" T . Done a(h"Y l h" G H" T . Cet 
element conserve le sous-groupe de Borel, le tore maximal et l'epinglage de H" T . Done 
il appartient au centre de H" T , qui est reduit a {1} puisque dim(W") est impaire. Done 
h" est defini sur F et c'est un isomorphisme de W" T sur W" T ,. Supposons dw b pair. On 
considere h comme un element de G et on remplace les espaces W" T et W" T , par V" T et 
V b " T , dans le raisonnement precedent. On conclut de meme que ces deux derniers espaces 
sont isomorphes. Puisque W" T et W" T , sont les orthogonaux dans ces espaces de l'espace 
commun D © Z, ils sont eux-aussi isomorphes. De meme, maintenant que l'on a prouve 
que W" T et W" T , etaient isomorphes, W bT et W bT , le sont aussi. On peut remplacer h 
par un element qui a meme restriction a W bT ®f F et qui est un isomorphisme defini sur 
F de W" T sur W" T , (on peut choisir ce dernier tel que h soit dans H\, et non seulement 
dans H b + ). Un tel h verifie encore (1) et la condition du (i) de l'enonce. 

Soient T G T a T' G T% deux elements stablement conjugues et h verifiant (2). 
Dans le cas dw t impair, le meme raisonnement s'applique en remplagant l'application h" 
par la restriction de h o $ a W" T ®f F et <fi" par la restriction a H" T de x i— > h(f)(x)h~ 1 . 
Dans le cas d-w i pair, on etend $ en un isomorphisme de V a <S>f F sur Vi®p F qui est 
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l'identite sur D © Z. On en deduit un prolongement de en un torseur interieur de G a 
sur Gi. On remplace alors h" par la restriction de /io$ a V^ T ® F F et <fi" par la restriction 
a G" aT de x i — h(p(x)h~ l . Cela prouve (i) 

Soit T G T b . Notons 7Yt l'ensemble des h E H b tels que <j(h)~ l h G T pour tout 
a G Gal(F/F). On vient de voir que, pour tout element T" G T b stablement conjugue a 
T, il existait h G 7^t tel que hTh~ l = V . Inversement, pour h G Ht, le tore T" = hTh' 1 
est defini sur F. La restriction de h a W 7 ^ est definie sur F et le tore T' appartient 
a T b : on a Vl^" T , = h(W" T ) et W 7 ^, est l'orthogonal de cet espace dans W\>. A tout 
h G 7ir, associons l'unique element Th G % tel que hTh~ x soit conjugue a par un 
element de H\,(F). L'application h h- ► se quotiente en une surjection de H\,(F)\Ht/T 
sur l'ensemble des T' G % tels que T" ~ st T. Pour ft G H b (F)\H T /T, notons n(/i) le 
nombre d'elements de la fibre de cette application au-dessus de T h . Le membre de gauche 
de l'egalite du (ii) de l'enonce est egal a 

n{h)- l \W{H^T h )\-\ 

heH b (F)\H T /T 

Soit h G H\,(F)\Ht/T, que Ton releve en un element de Ht tel que hTh~ x = Th- Notons 
7ih,T l'ensemble des x G Ht tels que xTx~ l = Th- L'entier n(h) est le nombre d'elements 
de l'image de Hh,t dans H\,(F)\Ht/T. On verifie que Hh,t = h(H.T^ Normn^T)). Done 
n(h) est le nombre d'elements de l'image de l'application 

H T nNorm Hb {T) -> H b {F)\H T /T 
n I— > H\ ) (F)hnT. 

On verifie que cette application se quotiente en une bijection de N or-m H ^ F ^{T h )\{TL T n 
N orrriH b (T)) /T H" T (F) sur son image. Le groupe TH" T (F) est un sous-groupe distingue 
de HT^Norm,H b (T) et son intersection avec NormH h {F){Th) est Zu^{F){Th)- Done = 
nilW^Th)] -1 , ou ni est le nombre d'elements de (W T n Norm Hi> (T)) /TH b " T (F). Le 
membre de gauche de l'egalite du (ii) de l'enonce est done egal a n 2 nf 1 , ou n 2 est le 
nombre d'elements de H\,(F)\H T /T. On verifie que l'application qui, a h G Ht, associe 
le cocycle a i— > (j(/i) _1 /i, se quotiente en une bijection de H\,(F)\Ht/T sur le noyau 
de l'application H l {T) — * H 1 ^^). On sait bien que ce noyau a /i(T') elements. Done 
n 2 = /i(T). Considerons l'application naturelle 

(3) (Ht n Norm Hh (T))/TH^ T (F) - W(if b ,T). 

On verifie qu'elle est injective et que son image est contenue dans T). Inverse- 

ment, soit n G Norm Hb (T) dont l'image dans W^if^F) appartient a W^iJi,, F). Tout 
element de Norm Hb (T) conserve les espaces W^ T ® F F et W 7 ^ <g> F F. Notons n' et n" 

les restrictions de n a ces espaces. Choisissons n ' G H'^(F) de meme determinant que 
n". Considerons l'element no G de restriction n' a W 7 ^ ®p F et de restriction n ' a 
W 7 ^ ®f F. II appartient a Norm,H b (T) et a meme image que n dans W(H\,,T). Puisque 
cette image appartient a W F (H b , T), on a ^(no)" 1 ^ G T x iJ b " T pour tout cr G Gal(F / F). 
Par construction, la restriction de ^(no)" 1 ^ a W" T <g> F F est l'identite. Done cet element 
appartient a T et n appartient a 7iy fl Norm Hb (T). L'image de l'injection (3) est done 
egale a W F (H\,,T) et n\ est le nombre d'elements de cet ensemble. Cela prouve l'egalite 
du (ii) de l'enonce. 
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Deux tores T et T' stablement conjugues sont isomorphes sur F, done h(T) = h(T'). 
Dans la situation de (2), on verifie que l'application n i— > h(p{n)h~ l est un isomorphisme 
de Wp(H a ,T) sur Wf^Hi^T') d'ou l'egalite du nombre d'elements de ces ensembles. Un 
resultat analogue vaut dans la situation de (1). Cela prouve (ii). 

Soit T G T a . Puisqu'au moins l'un des groupes H a ou G a n'est pas quasi-deploye, on a 
W' a T 7^ {0}. Cet espace est de dimension paire. S'il est de dimension 2, on a T = H' a T et, 
puisque At = {1}, W aT n'est pas hyperbolique. II existe done un espace quadratique, 
notons-le W( T , qui a meme dimension que W' aT) dont la forme quadratique a meme 
determinant que celle de W' aT , mais qui n'est pas isomorphe a W aT . II est clair que la 
somme orthogonale Wl T @W" T est isomorphe a Wi. Puisque T est un sous-tore maximal 
elliptique de H' a T , on peut le transferer en un sous-tore maximal elliptique T' du groupe 
special orthogonal H' iT de l'espace W( T . Par l'isomorphisme precedent, T' devient un 
sous-tore de H^. Ce tore T' appartient a et est stablement conjugue a T. Done la classe 
de conjugaison stable de T coupe T_ i . Si T e et T 7^ {1}, un raisonnement analogue 
montre que la classe de conjugaison stable de T coupe T a . Par contre, si T = {1}, sa 
classe de conjugaison stable se reduit a T lui-meme. Le seul sous-tore de H a qui pourrait 
lui correspondre est le sous-tore {1} de Hi. Mais celui-ci n'appartient pas a T a puisque 
l'un des groupes H a ou G a n'est pas quasi-deploye. □ 



13.6 Demonstration du theoreme 13.3 

Pour un indice b = i ou a, considerons la somme 

m(S h n b )= ^ rn((T,n). 

D'apres l'hypothese du theoreme, toutes les representations n qui interviennent sont 
supercuspidales. D'apres la proposition 13.1, on peut remplacer les multiplicites m(a, n) 
par m geom (cr, n). On obtient 

(1) m(S b ,n b ) = \W{H^T)\~ l v(T) [ c h (t)c n ,(t)D H (t)A(tfdt, 
Te% Jt(f) 

ou 

c n b (^) = Yl c ^)' 
7ren b 

et eg (t) est defini de fagon analogue. Fixons T e %, introduisons les espaces et V T ' et 
les groupes H" T et G" T qui lui sont associes. Pour 71 E H\,, t E T$(F) et I 6 $ t regi^) ■, 
avec X assez proche de 0, on a un developpement 

e^texpiX^D^iX) 1 / 2 = Yl c e ^o(t)j G '^(0,X)D G ^(X) 1 / 2 . 

oemi{^ T ) 

Le terme c n (t) est egal a ce^p^^t) si d est impair ou si dim(V" T ) < 2, a c^^^ (t) si d 
est pair et dim(V" T ) > 4. Remplagons X par AX, avec A G F x2 et faisons tendre A vers 
0. D'apres 2.6(1), la fonction 

A ^ ] G "' T {0, \X)D g "*t(\X) 1/2 
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tend vers si O n'est pas reguliere. Supposons d'abord d impair ou dim(V" T ) < 2. 
Choisissons pour X un element de la forme X qd . D'apres le lemme 13.4, la fonction 
ci-dessus est constante de valeur \W b - T )| pour O = O reg . On obtient 

c«(t) = |^ G ".-)|- 1 /2m A ^ ^(te^(AX (?(i )) J D G ^(AX (/(J ) 1 / 2 . 

Si maintenant d est pair et dim(V" T ) > 4, on introduit dans I'algebre q" t (F) des elements 
Xp. Le lemme 13.4 conduit alors a I'egalite 

c n (t) = / ? m A ^ (|^ G ^)|- 1 ^(te^(AX gd )) J D G "T(AX g(i ) 1 /2 
+ \W(G^ T ,T Fl )\-h Fl x F ^oV)(OAtex P (\X^ 

V" 

Pour calculer cn b (£), on somme ces expressions sur 7r G IL. Cela revient a remplacer les 
caracteres 0„ par 6?n b - Dans le cas ou d est pair et dim(V" T ) > 4, on remarque que, pour 

F\ G J rVb ' T , les points texp(XXp) et texp(XXp i ) sont stablement conjugues. Or #n b est 
une distribution stable. Done 

6 Ih (texp(XX+)) - e Ub {texp{\X Fi )) = 0. 

En tout cas, on obtient I'egalite 

(2) cn b (t) = |^ G ^)r 1 ^m A _ +0 fe b (te^(AX 9(i )) J D G ^(AX gd ) 1 / 2 . 

Soit T' e % stablement conjugue a T. D'apres le lemme 13.5(i), on peut choisir un 
element h G H verifiant la condition 13.5(1) et tel que sa restriction a V" T soit un 
isomorphisme defini sur F de cet espace sur V" T ,. La conjugaison par h identifie T a T', 
V" T a V" T , et G'l T a G" T ,. Soit t' = hth~ x . Posons X' d = hX^hT 1 . C'est un element 
de g" T ,(F) qui a les memes proprietes que X qd . On peut calculer cn b (t') en remplagant t 
par t' et X qd par X' qd dans la formule (2). Mais les elements texp(XX qd ) et t'exp(XX' qd ) 
sont stablement conjugues. Puisque #n b est stable, cette fonction prend la meme valeur 
en ces deux elements et on en deduit cn b (£) = cn b (t')- O n demontre de meme I'egalite 
c gb (t) = C£ b (*). On a aussi D H (t)A(t) r = D H (t')A(t) r . Alors Pintegrale indexee par T" 
dans la formule (1) a la meme valeur que celle indexee par T. 

Notons %^ s t un sous-ensemble de representants dans % des classes de conjugaison 
stable coupant T b . Alors 

m(S h n b )= m ( T H T ) I c th (t)c Ub (t)D H (t)A(t) r dt, 

OU 

m(T)= Yl \W{H^T')\-\ 

T'eT b ;T'~ st T 

Le lemme 13.5(iii) definit une injection T a , s t %,st- Soient T a G T a>st et T; L G % st son 
image. Choisissons h G Hi verifiant la condition 13.5(2) et tel que la restriction de ho $ 
a W a [ Ta soit definie sur F (lemme 13.5(i)). Soit t G T a $(F), posons t' = h4{t)h~ 1 . Un 
argument similaire a celui ci-dessus montre que 

cuM = (-ifcmV), c ta (t) = (-l) dw c tl (t'). 
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Les signes proviennent de la relation 13.2(2). Leur produit est —1. On a aussi m{T a ) = 
m(Ti) d'apres le lemme 13.5(H) et, bien sur, D Ha (t)A(t) r = D H *(t') A(t') r . Mors la 
contribution de T a a m(E a ,IT a ) est l'opposee de celle de Tj a m(Ej,ITj). La somme 
m(S a , Il a ) + m(Sj, IL) se reduit done a la contribution de l'unique classe de conjugaison 
stable qui ne coupe pas T a st , e'est-a-dire a la contribution du tore {1} de %. On obtient 

(3) m(E ,n )+m(E i ,n i ) =c £ .(l)cn.(l). 

Rappelons un resultat de Rodier ([R] theoreme p. 161 et remarque 2 p. 162). Soient n une 
representation admissible irreductible de Gi(F) et O une orbite nilpotente reguliere de 
Qi(F). Alors 0^,0(1) vaut 1 si n possede un modele de Whittaker relatif a O et sinon. 
On a _ 

c n*(!) = Yl C ^M, 

oil O = O reg ou O uo selon le cas. Le resultat ci-dessus et la propriete 13.2(3) entrainent 
que cette somme ne contient qu'un terme non nul, qui vaut 1. Done Cn^l)) = 1 et, de 
meme, eg. = 1. Le membre de gauche de (3) est la somme des m(a, ir) pour (a, ir) G 
(Ej x IL) U (E a x Il a ). Puisqu'elle vaut 1, il y a un unique couple (a, 7r) pour lequel 
m(a, 7r) = 1. □ 
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